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La théorie économique (= microéconomique) qui s�est progressivement développée
du XIX�eme siècle jusqu�àValue and Capital de John Hicks [Hic39] était essentiellement
statique et supposait une information parfaite, une absence de risque. En dépit du
précédent de Bernoulli, les analyses économiques prenant en compte l�incertitude
furent très rares.
La trajectoire d�Irving Fisher, un des pères fondateurs de l�économie mathéma-

tique, illustre cette réticence à engager l�analyse économique dans cette voie. Si dans
l�appendice de The nature of capital and income [Fis06], il décrivit le rendement des
actifs �nanciers en terme de distribution et proposa même de mesurer par l�écart-type
des rendements l�incertitude a¤ectant les rendements d�un capital, dans le chapitre
XIV de la Theory of Interest [Fis30], Fisher �t brusquement marche arrière, a¢ rmant
que l�analyse du risque n�était pas adaptée à l�analyse mathématique !
La prise en compte de l�incertain dans la théorie de l�équilibre général devait at-

tendre les années 50 où les développements de la théorie de la décision (von Neumann,
Savage) rendirent conceptuellement possible cette extension de l�équilibre général.
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Ainsi, au début des années 50, Kenneth Arrow et Gérard Debreu proposèrent
le cadre aujourd�hui classique de la théorie de l�équilibre général dans l�incertain en
introduisant la notion de bien contingent. Cette extension connut une étonnante for-
tune : d�abord regardée comme une pure abstraction mathématique, dénuée de tout
intérêt pratique, elle s�est progressivement imposée comme le cadre de référence, no-
tamment en raison du succès de deux de ses enfants naturels : la théorie �nancière et la
révolution des anticipations rationnelles en macroéconomie. S�il ne constitue pas au-
jourd�hui l�horizon indépassable de la théorie économique, le modèle d�Arrow-Debreu,
comme l�illustrent les ouvrages de référence1, est le creuset de la théorie économique
moderne. Sa connaissance est donc indispensable à l�économiste d�aujourd�hui.
L�objet du présent travail est de présenter ce modèle central dans le cadre le plus

simple en montrant notamment comment il se rattache à des modélisations plus �nan-
cières reposant sur la prise en compte de titres �nanciers dans un contexte d�incerti-
tude. Les premières sections présentent ces modélisations �nancières, puis dé�nissent
une notion essentielle : la complétude.

1 Equilibre général avec actifs �nanciers

1.1 Les actifs �nanciers

Un actif �nancier est un contrat particulier portant promesse de livraison du nu-
méraire conditionnellement à la réalisation de certains événements. Comme à chaque
bien est associé au moins un marché au comptant, à chaque promesse de livraison
contingente peut être associée une valeur. Aussi, chaque actif a (= 1; :::; A) est résumé
par le vecteur des S paiements possibles, Va :

Va = (Va(1); :::; Va(s); :::; Va(S))
>

Les actifs seront tout au long de ce cours supposés créés et échangés sur des
marchés intégrés et parfaits où interviennent les agents non-�nanciers (émetteurs de
titres) et les agents �nanciers (détenteurs de titres).
Les actifs nominaux sont les actifs dont les revenus sont indépendants des prix (au

comptant) futurs. L�exemple même est d�un actif nominal est le zéro-coupon qui est
une obligation donnant droit à un paiement à l�échéance seulement. Le vecteur des
revenus de la période 1 est donc :

y =
�
C ::: C

�>
où C est le revenu versé à l�échéance quelque soit l�état du monde.
Un autre exemple d�actif nominal est la police d�assurance. Celle-ci est constitué

de trois éléments : la prime (v) qui est le prix de la police, l�indemnité (I), les états
d�indemnisation (SI). Le revenu de la police est donc dans l�état du monde s :

V (s) =

�
�v si s =2 SI
I � v si s 2 SI

1Ainsi, pour la théorie �nancière, on peut se référer à [Duf94], pour la théorie macroéconomie à
[Far93], pour la macroéconomie internationale à [OR96].
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Un dernier exemple est le titre élémentaire, ou actif à la Arrow, qui est un titre
donnant dans une (et une seule) éventualité (implicitement datée) un revenu d�une
unité de numéraire (de cette même éventualité). Ainsi, l�actif à la Arrow �s�est celui
donnant une unité de numéraire dans l�état du monde s, rien sinon. Son vecteur de
revenu est donc :

as = [0; :::; 0; 1; 0; :::; 0]
>

où la seule composante non nulle (et égale à 1) est la s-ème composante.
Bien des actifs �nanciers, par exemple les contrats de futures sur les marchandises,

les matières premières, etc..., ne sont pas des actifs nominaux : le revenu livré par
ces actifs �uctue en e¤et en fonction des prix au comptante de leurs sous-jascents.
Cependant, pour alléger les écritures, dans le reste de ce papier, on supposera que les
actifs utilisés sont des actifs nominaux.

1.2 Biens, marchés et contraintes budgétaires

On considère une économie d�échange à deux périodes t = 0; 1, où il existe I
agents indicés i = 1; :::; I. On suppose qu�à la seconde période, il existe S états du
monde possible. Aussi, on note s les dates-événements de l�économie : si s = 0 alors
on fait référence à l�état de l�économie à la première période ; si s � 1 alors on fait
référence à l�état de l�économie à la seconde période dans l�état du monde s. Dans
chaque chaque date-événement s = 0; 1; :::; S, chaque agent i reçoit une certaine
quantité de l�unique bien !i (s). Les consommations de i sont notées :

ci =
�
ci (0) ci (1) ::: ci (s) ::: ci (S)

�
Initialement, à la première période, il peut également acheter ou vendre A actifs
nominaux indices a = 1; :::; A dont le vecteur des revenus sont :

Va = [Va (1) ; :::; Va (s) ; :::; Va (S)]
>

et dont le prix (à payer en 0) est qa. Evidemment, les marchés �nanciers et de biens
sont supposés être en concurrence pure et parfaite. A la période 1, les agents se
contentent de recevoir les revenus des actifs qu�ils possèdent. La matrice des revenus
est donc :

V =
�
V1 ::: Va ::: VA

�
Chaque agent i en allant sur les A marchés d�actifs peut se constituer un portefeuille
d�actifs. La quantité du titre a détenu par l�agent i dans son portefeuille X i

a et le
portefeuille de cet agent est le vecteur des di¤érents actifs :

X i = (X i
1; :::; X

i
a; :::; X

i
A)
>

Le marché �nancier de chaque actif étant parfait, chaque agent peut vendre à décou-
vert chaque actif, i.e. vendre des actifs qu�ils ne possèdent pas. Ainsi, chaque ménage
peut vendre des obligations émises par le Trésor américain même s�il n�en possède
aucune : chaque ménage est libre de créer des T-bonds ! La seule contrainte pesant
sur les intervenants est qu�à l�échéance des di¤érents contrats, ils doivent honorer
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leurs promesses, i.e. verser les revenus promis. Les revenus dans l�état du monde s
des actifs étant :

V (s) =
�
V1 (s) ::: Va (s) ::: VA ((s))

�
le revenu du portefeuille X i est :

V (s) :X i =

AX
a=1

Va (s) :X
i
a

et donc le pro�l des revenus est :

Vi(X
i) = V>:X i =

24 PaX
i
a:Va1
:::P

aX
i
a:VaS

35
Dans cette économie �nancière, chaque agent a une contrainte budgétaire à chaque

date-événement. A la période 0, chaque agent i doit acheter, à l�aide de sa dotation
!i(0), sa consommation ci (0) sur les marchés au comptant et se constituer un porte-
feuille X i. Sa contrainte budgétaire en 0 est donc :

ci (0) +
AX
a=1

qa:X
i
a = !

i (0) (1)

A la période 1, dans chaque état du monde s, la richesse totale de l�agent est composée
de deux éléments : la valeur de ses dotations !i (s) et le revenu de son portefeuille
X i. A l�aide de cette richesse, l�agent �nance sa consommation ci (s). Sa contrainte
budgétaire en s est donc :

ci (s) = !i (s) +
AX
a=1

Va (s) :X
i
a (2)

A l�équilibre général, sur chaque marché, les plans des agents sont compatibles.
Par conséquent dans notre économie d�échange, sur chaque marché au comptant, pour
toute date-événement s, les consommations sont égales aux dotations globales :

IX
i=1

ci (s) = 
 (s) (3)

où 
 (s) =
PI

i=1 !
i (s) est la dotation globale du bien de la date-événement s. Sur le

marché de chaque actif a, en 0, les quantités achetées de cet actif doivent être égales
aux quantités vendues, i.e. la demande nette doit être nulle :

IX
i=1

X i
a = 0; a = 1; :::; A (4)
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Dans ce cadre, le programme de chaque agent s�écrit :

P iG :

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

max(ci;Xi) Ui (c
i)

s:c: :

ci (0) +
PA

a=1 qa:X
i
a = !

i (0)
�
�i (0)

�
ci (1) = !i (1) +

PA
a=1 Va (1) :X

i
a

�
�i (1)

�
::: :::

ci (s) = !i (s) +
PA

a=1 Va (s) :X
i
a

�
�i (s)

�
::: :::

ci (S) = !il (S) +
PA

a=1 Va (S) :X
i
a

�
�i (S)

�
(5)

Les plans optimaux (�nanciers et de consommation) des agents étant dé�nis, il
est immédiat de dé�nir l�équilibre général de cette économie :

Dé�nition 1
�
(qa)

A
a=1 ; (c

i)
I
i=1 ; (X

i)
I
i=1

�
est un équilibre général avec actifs �nan-

ciers de l�économie si :
(i) pour chaque agent i; les vecteurs (ci; X i) sont des plans optimaux pour i, i.e. sont
solutions du programme P iG (cf (5)) pour (qa)

A
a=1 ;

(ii) les plans des agents ((ci; X i))i=1;:::;I sont possibles, i.e. ils véri�ent les relations
(3) et (4).

1.3 Caractérisation des choix optimaux de portefeuille

Sans perte de généralité pour notre propos et uniquement pour que le problème de
chaque consommateur i ait une solution, on supposera que les revenus des di¤érents
actifs sont linéairement indépendants :

Hypothèse 1 Les A titres sont linéairement indépendant, V la matrice des revenus
des A actifs est :

V =

24 V1 (1) ::: VA (1)
::: ::: :::

V1 (S) ::: VA (S)

35 , avec A = rang(V)
avec Va (s) � 0 et la convention de paiement est celle des marchés à terme.

Si l�on se restreint aux solutions intérieures, au problème d�optimisation sous
contrainte P iG (cf (5)) est associé le lagrangien suivant :

$i
�
ci; X i;

�
�i (s)

�S
s=0

�
= Ui (c

i)

��i (0)
�
ci (0) +

PA
a=1 qa:X

i
a � !il (0)

�
��i (1)

�
ci (1)� !i (1)�

PA
a=1 Va (1) :X

i
a

�
:::

��i (s)
�
ci (s)� !i (s)�

PA
a=1 Va (s) :X

i
a

�
:::

��i (S)
�
ci (S)� !i (S)�

PA
a=1 Va (S) :X

i
a

�
(6)
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Les cpo par rapport à ces biens nous donnent pour les di¤érentes dates-événements :

@

@ci (s)
Ui
�
ci
�
= �i (s) ; s = 0; 1; :::; S (7)

et de celles des actifs on obtient :

�i (0) qa (0) =
SX
s=1

�i (s)Va (s) ; a = 1; :::; A (8)

Comme le Tms entre les biens numéraires de la date-événement 0 à la date-événement
s est :

Tmsi0!s =

@
@ci(s)

Ui (c
i)

@
@ci(0)

Ui (ci)
=
�i (s)

�i (0)
(9)

la condition caractérisant le choix de portefeuille optimal est donc :

qa =
SX
s=1

Tmsi0!s:Vas (10)

Cette condition marginale est intuitive :
� pour chaque agent i, chaque unité de numéraire supplémentaire perçue demain
dans l�état s vaut Tmsi0!s unités de numéraire d�aujourd�hui (de la période 0) ;

� chaque actif a livre dans chaque état s Vas unités de numéraires dont la valeur
actuelle est donc, pour l�agent i, Tmsi0!s:Vas ;

� la valeur de l�actif de l�actif a est donc, pour chaque agent i, la valeur des revenus
qu�il livre,

PS
s=1 Tms

i
0!s:Vas ;

� pour chaque actif, l�agent compare cette valeur actuelle de l�actif à son prix ;
tant que les deux di¤èrent il a intérêt soit à vendre (si qa >

PS
s=1 Tms

i
0!s:Vas),

soit à acheter (si qa <
PS

s=1 Tms
i
0!s:Vas) de cet actif.

2 La complétude des marchés

2.1 Combinaison d�actifs �nanciers

Un des aspects essentiels de l�ingénierie �nancière consiste évidemment à créer
de nouveaux actifs à partir d�anciens, des ersatzs, qui nous permettent d�évaluer les
originaux, d�élaborer des stratégies �nancières d�arbitrage.
Comment peut-on créer de nouveaux actifs à partir d�anciens ? On peut soit créer

de nouveaux actifs en se constituant des portefeuille des actifs existants, soit créer
des actifs dérivés.
La première méthode pour obtenir de nouveaux actifs consiste donc à se créer des

portefeuilles. Si l�on se constitue le portefeuille X = (X1; :::; Xm; :::)
>, le pro�l des

revenus obtenu est :
V (X) =

X
m

Xm:Vm (11)

V (X) = (
X
m

Xm:Vm(1); :::;
X
m

Xm:Vm(s); :::;
X
m

Xm:Vm(S))
>
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revenu
en 1

V1

V2

3

3

1

1

revenu
en 2

Fig. 1 �Un exemple d�actifs linéairement indépendants

En combinant linéairement, par la création de portefeuilles, les actifs existants, on
obtient donc un nouveau vecteur de revenus V (X), un nouvel actif.
Une caractéristique essentielle de tout ensemble d�actifs est la dimension de l�es-

pace des revenus qu�il permet d�obtenir. Sur la �gure 1, est représenté le cas où il
existe seulement deux états du monde, deux actifs dont les revenus sont V1 et V2.
Dans cet environnement, on se constitue des portefeuilles en combinant les deux ac-
tifs. Comme leurs vecteurs de revenus sont linéairement indépendants, tout pro�l (=
vecteur) de revenus w = (w (1) ; w (2)) peut être obtenu (�gure 2) par une combi-
naison linéaire des actifs V1 et V2. Mathématiquement, en e¤et, pour tout vecteur de
revenu w = (w (1) ; w (2)), il existe un portefeuille (X1; X2) l�engendrant, solution du
système suivant :�

w (1) = 3X1 +X2

w (2) = X1 + 3X2
)
�
X1 =

1
8
(3w (1)� w (2))

X2 =
1
8
(�w (1) + 3w (2))

L�espace des revenus engendré par les combinaisions linéaires des deux actifs est en
fait ici tout <2.
Par contre, sur la �gure 3, les deux actifs primaires 1 et 2 ont des vecteurs de

revenus V1 et V2 linéairement dépendants. En les combinant, on ne peut donc obtenir
que des revenus sur la droite dé�ni par V1 et V2. L�espace des revenus réalisables par
des portefeuilles n�est donc plus tout <2 mais seulement un sous-espace de celui-ci, la
droite issue de l�origine et de direction V1.
De même, supposons qu�il existe trois états du monde et que l�on ait deux actifs

1 et 2 dont les vecteurs de revenus sont :

V1 = [8; 4; 12]
> ; V2 = [10; 14; 6]

>

Ces deux actifs évidemment ne peuvent engendrer à eux seuls tout <3. Comme ces
deux actifs ne sont pas colinéaires, ils vont engendrer un plan que l�on peut chercher
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W1
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1

1
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Fig. 2 �La synthèse d�un actif

revenu
en 1

V1

V2

4

2

2

1

revenu
en 2 droite des revenus des

portefeuilles engendrés
par V1 et V2

Fig. 3 �Un exemple d�actifs dont 1 et 2 dont les revenus sont linéairement dépendants
V1 et V2.
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à caractériser. Les pro�ls de revenus (w1; w2; w3) synthétisés par des portefeuilles
composés de X1 actifs 1, de X2 actifs 2 véri�ent :8<:

w1 = 8X1 + 10X2 (1)
w2 = 4X1 + 14X2 (2)
w3 = 12X1 + 6X2 (3)

En combinant les équations, on obtient :�
2 (2)� (1) : 2w2 � w1 = 18X2

3 (2)� (3) 3w2 � w3 = 36X2
) 36X2 = 4w2 � 2w1 = 3w2 � w3

Les seuls pro�ls à pouvoir être engendrés par no deux actifs sont des revenus (w1; w2; w3)
véri�ant :

w1 =
1

2
(w2 + w3)

On peut donc notamment synthétiser tous les actifs sûrs, i.e. tous les actifs donnant
les mêmes revenus quelque soit l�état du monde. Mais, là aussi l�ensemble des revenus
synthétisables n�est pas tout <3 mais seulement un hyperplan de celui-ci. Une des
propriétés (mathématiques) essentielles de la méthode des portefeuilles est donc que
la combinaison de ceux-ci ne modi�e pas l�espace des revenus qu�ils engendrent.
La prise en compte de l�espace des revenus que peut engendrer tout ensemble

d�actifs �nanciers nous a mis en fait sur la voie d�une notion esssentielle : la complétude
d�un système �nancier.

2.2 La notion de complétude

Ignorons pour un instant la contrainte budgétaire de la période 0. Lorsqu�un agent
i cherche à atteindre un certain pro�l de consommations futures bc (s) pour s = 1; :::; S,
celui-ci détermine son besoin de �nancement dans les di¤érents états du monde de la
seconde période. Si l�on note ce besoin de �nancement wi :

wi =

266664
wi(1)
:::
wi(s)
:::

wi(S)

377775
alors :

wi(s) = bc (s)� !i (s)
Le problème alors pour l�agent i sur les marchés �nanciers est alors de se construire
un portefeuille lui permettant d�obtenir les revenus nécessaires wi(s). Ceci revient
naturellement à chercher le portefeuille X dont le revenu soit exactement wi, c�est-à-
dire le portefeuille véri�ant :

V:X = wi (12)

Comme a priori les pro�ls de revenu w souhaités par les di¤érents agents peuvent être
très divers, se pose le problème de l�ensemble des revenus que permettrent d�atteindre

9



les actifs �nanciers échangeables sur les marchés. Lorsqu�il existe S états du monde,
l�ensemble le plus grand qu�ils pourraient donner est RS. On parle alors de complétude
des marchés �nanciers :

Dé�nition 2 Le système des marchés �nanciers est complet ssi tout pro�l de revenu
peut être réalisé par un portefeuille :

8w 2 RS 9 X t:q: w = V:X (13)

Ainsi, supposons que l�on soit dans une économie où S = 2, que les actifs soient
ceux de la �gure 1 :

V1 = [3; 1]
> ; V2 = [1; 3]

>

Pour tout pro�l de consommation (bc (1) ;bc (2)), le problème est alors de déterminer
le portefeuille

� bX1; bX2

�
tel que :( bc (1)� !i (1) = 3: bX1 + 1: bX2bc (2)� !i (2) = 1: bX1 + 3: bX2

Tout pro�l de consommation (bc (1) ;bc (2)) sera atteignable par les actifs �nanciers
(en dehors de toute considération budgétaire) ssi quelque soit le pro�l du
supplément de revenu nécessaire :�bc (1)� !i (1) ;bc (2)� !i (2)�
il existe un couple

� bX1; bX2

�
qui l�engendre. Evidemment, ceci revient à demander

à ce que la combinaison linéaire des deux vecteurs V1, V2 engendrent l�espace des
revenus contingents R2. Ceci ne sera possible que si les deux vecteurs sont linéairement
indépendants. Comme évidemment l�actif �ctif est déjà linéairement indépendant des
deux autres, tout dépend des actifs 1 et 2. Dans l�exemple de la �gure 1, ces deux actifs
est linéairement indépendant et donc pour tout pro�l de consommation le portefeuille
le délivrant est : ( bX1 =

1
8
(3bc (1)� bc (2)� 3!i (1) + !i (2))bX2 =

1
8
(�bc (1) + 3bc (2) + !i (1)� 3!i (2))

Les marchés �nanciers permettant ici de �nancer tout pro�l de revenus sont alors
quali�és de marchés complets.
Si l�on prend par contre les deux actifs 1 et 2 de la �gure 3 :

V1 = [2; 1]
> ; V2 = [4; 2]

>

pour le même problème, les équations sont :( bc (1)� !i (1) = 2: bX1 + 4: bX2bc (2)� !i (2) = 1: bX1 + 2: bX2
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Evidemment que la partie droite de la première équation est le double de celle de la
seconde, et donc que :

bc (2)� !i (2) = 2 �bc (1)� !i (1)�
Les seuls pro�ls (bc (1) ;bc (2)) réalisables à l�aide des deux actifs sont ceux véri�ant :

bc (2) = 2bc (1)� 2!i (1) + !i (2)
Comme l�ensemble des consommations futures atteignables par les marchés �nanciers
est plus petit que l�ensemble des consommations potentiellement possibles, le système
de marchés �nanciers est réputé incomplet.
Dans le cas général, à S états, quelque soit le pro�l des revenus il existera un porte-

feuille l�engendrant ssiV engendre l�espace des revenus contingents RS : rang(V) =S.
En d�autres termes peut-être plus parlant, il faut que les A vecteurs colonnes formant
V engendrent RS. Si A < S, il y a moins de vecteurs (-colonnes) que d�états du
monde : la complétude est donc possible. Si A = S, il est nécessaire que les vec-
teurs V1; :::; VA soient linéairement indépendants et forment donc une base de RS. Si
A > S, il est nécessaire et su¢ sant que S actifs soient linéairement indépendants,
i.e. que l�on puisse extraire des A vecteurs-colonnes V1; :::; VA un sous-ensemble de S
vecteurs-colonnes linéairement indépendants. Toutes ces propriétés conduisent à la
proposition suivante :

Proposition 1 Dans une économie à deux périodes, à S états du monde, dont la
matrice des revenus des A actifs est V, le système des marchés �nanciers est complet
ssi :

rangV = S

Une propriété essentielle et immédiate d�un système complet est l�optimalité au
sens de Pareto des équilibres.

2.3 Optimalité de l�équilibre

Sans perte de généralité, on supposera que A � S et que les S premiers actifs ont
des revenus linéairement indépendants.

Hypothèse 2 dimV = S, et sans perte de généralité les S premiers actifs ont des
revenus linéairement indépendants.

Les conditions marginales caractérisant les choix de portefeuille d�équilibre nous
donnent pour chaque actif a :

X
s=1;:::;S

@
@c(s)

Ui(c
i)

@
@c(0)

Ui(ci)
:Vas = qa (14)

Réécrite à l�aide des Tms, cette équation devient :

SX
s=1

Tmsi0!s:Vas = qa (15)
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ou encore sous forme matricielle :

Tmsi:V = q (16)

La démonstration de l�e¢ cacité n�est donc pas immédiate car, a priori, l�éq. (16)
n�implique pas l�égalisation des Tms des agents entre eux. Notons VS la matrice des
revenus des S premiers actifs, i.e

VS =

266664
V11 ::: V1s ::: V1S
::: ::: ::: ::: :::
Va1 ::: Vas ::: VaS
::: ::: ::: ::: :::
VS1 ::: VSs ::: VSS

377775
A l�équilibre, on a donc pour ces S premiers actifs :

Tmsi:VS = [q1; :::; qs; :::; qS]

Mais, par hypothèse : dimVS = S. Aussi, pour chaque matrice VS, chaque vecteur
de prix [q1; :::; qs; :::; qS], il existe une et une seule solution au système suivant :

�VS = [q1; :::; qs; :::; qS]

où � = (�1; :::; �S) 2 <S. Par conséquent, nécessairement pour tout agent i on a :

Tmsi0!s
�
ci
�
= �s (17)

On retrouve donc la condition nécessaire (et su¢ sante ici) de l�optimalité parétienne,
i.e. l�égalisation des Tms entre eux, puisque pour tout 8s = 1; :::; S :

�s = Tms
1
0!s

�
c1
�
= ::: = Tmsi0!s

�
ci
�
= ::: = TmsI0!s

�
cI
�

Propriété 1 Toute allocation concurrentielle en système complet de marchés est une
allocation optimale au sens de Pareto.

3 Evaluation par arbitrage en marchés complets

Un des principaux objectifs de la théorie �nancière est de déterminer la valeur des
actifs �nanciers. Depuis le début des années 70, une des méthodes les plus utilisées
est l�évaluation par arbitrage :

�Finance is a sub�eld of economics distinguished by both its focus
and its methodology. The primary focus of �nance is the workings of the
capital markets and the supply and the pricing of capital assets. The
methodology of �nance is the use of close substitutes to price �nancial
contracts and instruments. This methodology is applied to value instru-
ments whose characteristics extend across time and whose payo¤s depend
upon the resolution of uncertainty.�([Ros89] p.322)
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Mais, pour évaluer par arbitrage, encore faut-il être capable de trouver ces sub-
stituts ... ou de les synthétiser en recourant aux autres actifs existants.

Si l�économie est celle de la �gure 1, page 7, il est possible en combinant les deux
actifs de revenus :

V1 = [3; 1]
> ; V2 = [1; 3]

>

de prix q1 = 1, q2 = 2, il est possible de synthétiser tout autre actif �nancier. Ainsi,
les actifs à la Arrow :

a1 = [1; 0] ; a2 = [0; 1]

sont obtenus par le portefeuille (Xa1
1 ; X

a1
2 ) et (X

a2
1 ; X

a2
2 ) véri�ant :�

3Xa1
1 + 1Xa1

2 = 1
1Xa1

1 + 3Xa1
2 = 0

) Xa1
1 =

3

8
; Xa1

2 = �1
8

et �
3Xa2

1 + 1Xa2
2 = 0

1Xa2
1 + 3Xa2

2 = 1
) Xa2

1 = �1
8
; Xa2

2 =
3

8

Comme chaque portefeuille de synthèse (Xai
1 ; X

ai
2 ) donne les mêmes revenus que l�actif

ai, la loi du prix unique implique évidemment que le coût de chaque portefeuille de
synthèse est égal au prix de l�actif à la Arrow �adi :

�adi = q1:X
ai
1 + q2X

ai

�ad1 = 1�
3

8
+ 2��1

8
=
1

8

�ad2 = 1��
1

8
+ 2� 3

8
=
5

8

L�actif sûr donnant les revenus [1 + r; 1 + r] , où r est le taux d�intérêt, et dont le
prix est égal à 1, est évidemment équivalent au portefeuille contenant 1 + r des deux
actifs élémentaires à la Arrow a1, a2 . La loi du prix unique impose donc :

1 = (1 + r) �ad1 + (1 + r) �
ad
2 =

6

8
(1 + r)) r =

1

3

Ceci illustre évidemment la citation de Steven Ross : �The methodology of �nance
is the use of close substitutes to price �nancial contracts and instruments.�([Ros89]
p.322)
Dans le cas général à S états du monde, A � S actifs dont les S premiers sont

linéairement indépendants, il est également possible de synthétiser les S actifs élémen-
taires à la Arrow. Il su¢ t de rechercher, pour chaque actif as, la solution du système
matriciel suivant :

VS:Xas = 1s

où 1s est le vecteur-colonne dont la s�ème coordonnée est 1, les autres étant nulles.
Le coût d�un tel portefeuille est [q1; :::; qS] :Xas et est noté �ads .
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Evidemment chaque actif à la Arrow as0 ainsi synthétisé hérite de la condition
d�équilibre (16) véri�ée par chaque actif le synthétisant :

�ads0 =
SX
a=1

qa:X
as0
a =

SX
a=1

(
SX
s=1

Tmsi0!s:Vas)X
as0
a

=
SX
s=1

Tmsi0!s

SX
a=1

VasX
as0
a

=
�
Tmsi0!1; :::; Tms

i
0!s; :::; Tms

i
0!S
�
:as0

= Tmsi0!s0

Dans le cas général, un actif de prix 1 dont le revenu certain est [1 + r; :::; 1 + r]> peut
être synthétisé par un portefeuille comprenant 1 + r de chaque actif élémentaire :24 1 + r:::

1 + r

35 = (1 + r)a1 + (1 + r) a2 + :::+ (1 + r) aS
et donc le coût de ce portefeuille de synthèse doit être égal à 1 par la loi du prix
unique :

(1 + r) �ad1 + (1 + r) �
ad
2 + :::+ (1 + r) �

ad
S = 1

Si l�on connaît les �prix des états�, i.e. les prix des actifs à la Arrow, il est possible
de déterminer le taux d�intérêt d�équilibre :

r =
�
�ad1 + �

ad
2 + :::+ �

ad
S

��1 � 1
Plus généralement, si les actifs a = 1; :::; S ont des vecteurs de revenu qui en-

gendrent <S, ils sont capables de synthétiser tout autre actif redondant. Ainsi, sup-
posons qu�un actif de prix q rapporte le vecteur de revenu V = [V1; :::; Vs; :::; VS]

>.
Ce vecteur de revenu peut être engendré par un portefeuille bien choisi d�actifs élé-
mentaires à la Arrow. Ce portefeuille comprendrait V1 actifs a1, V2 actifs a2, ..., Vs
actifs as, VS actifs aS puisque :

V1:

266664
1
0
0
::::
0

377775+ V2
266664
0
1
0
:::
0

377775+ V3
266664
0
0
1
0
:::

377775+ :::+ VS
266664
0
0
:::
0
1

377775 =
266664
V1
V2
V3
:::
VS

377775
Le coût de ce portefeuille est évidemment donné par :

V1:�
ad
1 + V2:�

ad
2 + :::+ Vs:�

ad
s + :::+ VS:�

ad
S

A l�équilibre, comme sur n�importe quel marché parfait, tout agent peut arbitrer, i.e. il
peut vendre l�actif synthétisé au prix q en se constituant le portefeuille le synthétisant
pour un coût de

PS
s=1 Vs:�

ad
s , ou inversement il peut vendre les éléments constituant

le portfeuille de synthèse et acheter l�actif. Dans les deux cas, pour tout événement
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s = 1; :::; S, les revenus reçus seront égaux aux revenus à verser, et donc demain
ces opérations d�arbitrage seront �nancièrement neutres. Par contre, aujourd�hui, ces
opérations dégagent un pro�t égal soit à q�

PS
s=1 Vs:�

ad
s , soit à

PS
s=1 Vs:�

ad
s �q. Aussi,

si q 6=
PS

s=1 Vs:�
ad
s , il est possible de réaliser un pro�t sans débourser un franc, i.e.

d�avoir un repas gratuit. En multipliant les opérations sur une échelle arbitrairement
grande, le pro�t d�arbitrage devient alors in�ni. Mais, ceci implique des o¤res et
ou des demandes d�actifs in�nies incompatibles avec l�équilibre. Aussi, à l�équilibre,
nécessairement, chaque portefeuille (ou titre) rapportant les mêmes revenus a le même
coût. Le prix de l�actif synthétisé est donc égal au coût de son portefeuille synthèse :

q = V1:�
ad
1 + V2:�

ad
2 + :::+ Vs:�

ad
s + :::+ VS:�

ad
S

Ainsi, en marché complet, la connaissance du coût des portefeuilles synthétisant les
actifs à la Arrow, les �prix des états�, permet de valoriser tous les actifs redondants.

4 Equilibre général avec biens contingents

La modélisation recourant à des actifs �nanciers a pour avantage de partir des
supports courants de l�activité �nancière : les titres. Mais elle a aussi les défauts de
ses qualités : il existe de nombreux titres possibles et leurs combinaisons sont a priori
multiples. Pourquoi alors préférer telles ou telles structures �nancières ? Pourquoi
recourir à une gamme d�actifs �nanciers plutôt qu�à une autre ? Cette indétermination
des structures �nancières soulève également le problème de la robustesse de l�équilibre
obtenu à de petites variations des titres sélectionnés.
Lorsque les marchés �nanciers sont complets, des réponses réconfortantes peuvent

être apportées à ces questions : ces choix sont neutres car les allocations qu�ils nous
donnent à l�équilibre sont les mêmes. En fait, elles se confondent avec celles d�un mo-
dèle sans titre �nancier, le modèle d�équilibre général avec biens contingents d�Arrow
- Debreu. Ce modèle, à la fois moins concret mais plus simple analytiquement, repose
en fait sur une réinterprétation de la notion de bien, réinterprétation qui étaient déjà
implicite aux modélisations �nancières antérieurement étudiées.

La science économique s�est en fait très souvent développée par élargissements
successifs de l�espace des biens, par l�extension continuelle de la notion de �bien�. La
première, due à Irving Fisher [Fis30] fut celle du �bien daté�2 : chaque bien est dé�ni
non seulement par ses caractéristiques techniques, mais aussi par sa date de livraison
(et d�utilisation). La justi�cation économique de cette redé�nition est évidemment que
disposer d�un bien demain, par exemple un quintal de blé, n�est pas équivalent à en
disposer aujourd�hui. En conséquence, la valeur d�un quintal de blé livré aujourd�hui
n�est pas la même que celle d�un quintal livré demain. Cette non-indi¤érence sur
la période de mise à disposition fait donc de ces deux biens par ailleurs totalement
semblables deux biens économiquement di¤érents.
Mais, similairement, si le futur est incertain, autrement dit, s�il existe plusieurs

états du monde possibles, la valeur des biens futurs va être fonction de l�état du
monde qui se réalisera :

2En fait, cette notion a­ eure déjà dans les écrits d�Edgeworth sur la théorie du capital, notam-
ment dans sa correspondance tumultueuse avec le �Jevons Helvète�, Walras.
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biens non-contingents

1

2

3

(1,g)

(1,m)

(1,b)

(2,g)

(2,m)

(2,b)

(3,g)

(3,m)

(3,b)

biens
contingents

Fig. 4 �Dé�nition des biens contingents dans un univers avec 3 états du monde
(g,b,m) et trois biens non-contingents(1,2,3).

� la valeur d�une semaine de location sur la Côte d�Azur au mois d�Août n�est pas
la même selon que l�été se révèle pluvieux ou ensoleillé ;

� la valeur d�un quintal de blé ne sera pas la même selon que l�on sera ou non
dans un état de disette.

Ainsi, lorsque le monde est incertain, il est nécessaire de dé�nir les biens en fonction
des états réalisables. Aussi, l�extension décisive fut celle de �bien contingent�due à K.
Arrow [Arr53] et surtout G. Debreu [Deb53], [Deb59] :

�Selon la dé�nition usuelle, un bien est un produit ou un service dont
les caractéristiques physiques ainsi que la date et le lieu de livraison sont
déterminés ; [...] la dé�nition d�un bien spéci�e également un événement
exogène (dont la réalisation est observable à la date de livraison). [...]�
([Deb53] pp.115-6)

L�appréhension de l�incertain par l�abstraction des états du monde permet donc
d�étendre immédiatement le notion de bien. Ainsi, sur la �gure 4, demain peut prendre
trois valeurs possibles, représentées par les trois états du monde (g, m, b). Tout bien
futur dé�ni par ses caractéristiques techniques, sa date de livraison, etc... sera un bien
di¤érent selon que l�état du monde se révélera être g, m ou b. Ainsi, à partir de trois
biens trois biens (non-contingents) (1, 2, 3) et de trois états du monde, neuf biens
contingents peuvent être dé�nis3.

3Comme le note Gérard Debreu : �En résumé, le concept d�une marchandise incertaine dérive de
celui de marchandandise certaine par substitution à la structure linéaire des dates de la structure
en arbre des événements, et en remplaçant partout �date�par �événement�.�([Deb59] p.107)
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4.1 Les équilibres concurrentiels avec biens contingents

4.1.1 Le cadre

L�économie est une économie d�échanges, comprenant deux périodes t = 0; 1,
peuplée de I agents indicés i = 1; 2; :::; I. A priori, il existe S états du monde possibles
s = 1; 2; :::; S. Les agents en 0 ont les mêmes connaissances (ou informations) sur ce
futur possible, ainsi que les mêmes probabilités � = (�s)s=1;:::;S.
Pour simpli�er encore plus l�analyse, un unique bien est supposé exister par date-

événement. En 0, chaque agent i reçoit une dotation !i0 de l�unique bien de consom-
mation non stockable ; sa dotation future (pour la période 1), elle, est par contre
aléatoire puisqu�elle évolue en fonction de l�état du monde ; si l�on note !is sa dota-
tion future dans l�état du monde s, la dotation globale (aléatoire) de l�agent i est
donc un panier de S + 1 biens contingents noté !i, avec :

!i = (!i0; !
i
1; :::; !

i
s; :::; !

i
S)

Par ses demandes, ses o¤res exprimées sur les di¤érents marchés, chaque agent i
détermine ses plans de consommation, i.e. son pro�l de consommation (ci0; c

i
s) dans

chaque état du monde s. Le plan de consommation de l�agent est donc noté ci :

ci =
�
ci0; c

i
1; :::; c

i
s; :::; c

i
S

�
Les préférences de chaque agent i, Ui, sont dé�nies sur l�ensemble des pro�ls possibles
et sont représentées par des fonctions d�utilité, strictement croissantes, strictement
concaves et dérivables. Si Ui véri�e l�axiome d�indépendance de l�utilité espérée, elle
s�écrit alors :

Ui =
SX
s=1

� (s) :ui
�
ci0; c

i
s

�
(18)

L�allocation c = (c1; :::; cI) est possible si les contraintes de quantité suivantes sont
véri�ées :

IX
i=1

ci0 = 
0 (19)

IX
i=1

cis = 
s ; s = 1; :::; S (20)

4.1.2 Contrats et contraintes budgétaires

Dans l�économie, est mis en place un système de marchés à la Arrow-Debreu, i.e.
un système complet de marchés à terme sur les biens contingents.
Pour chaque bien (présent et futur) est donc proposé un contrat que l�on peut

acheter ou vendre sur un marché :

�[Ce] contrat entre un acheteur et un vendeur prend donc la forme
suivante : le vendeur livrera à l�acheteur [...] une quantité déterminée d�un
certain produit ou service dans un lieu spéci�é pour un événement donné.
Si l�événement ne se réalise pas, aucune livraison n�a lieu. Pour avoir un
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plan sur l�ensemble de la période étudiée, chaque agent spéci�e la quan-
tité de chaque bien et service qu�il consommera ou produira pour chaque
événement. Autrement dit, il spéci�e la quantité de chaque marchandise
qu�il consommera ou achètera.�([Deb53] pp.115-6)

Dans notre cadre, le contrat portant sur le bien contingent de la date-événement s
(6= 0) est donc un contrat à terme promettant la livraison d�une certaine quantité de
ce bien seulement si l�état s se réalise. Sans perte de généralité, on peut normaliser
cette quantité à 1. Aussi, si l�agent i achète 10 contrats portant sur ce bien contingent
s, il recevra 10 unités de bien (en plus de sa dotation !is) si l�état du monde demain est
s, s�il achète zs contrats, il recevra zs unités et consommera zs+!is en s. Inversement,
pour consommer cis à la période 1 dans l�état s, il doit avoir une demande nette de
contrats sur le bien s égale à cis � !is :

contrats
bien s

consommation
bien s

zs ! zs + !
i
s

cis � !is ! cis

Le bien de la période 0 est pris sans perte de généralité comme numéraire. Le prix
du contrat portant sur l�unique bien contingent de la date-événément s, s = 1; :::; S,
est noté �ads . �

ad sera la notation utilisée pour le vecteur des prix
�
�ad1 ; :::; �

ad
S

�
.

Chaque agent i, en 0, utilise donc sa dotation !i0 pour acheter des contrats et pour
sa consommation4 ; sa contrainte budgétaire s�écrit donc :

ci0 +
SX
s=1

�ads :z
i
s = !

i
0 (21)

Cette contrainte dé�nie par rapport aux contrats peut évidemment être réécrite en
éliminant les zis grâce à la relation :

zis = c
i
s � !is

Dans ce système de marchés à terme de biens contingents, chaque agent i, grâce à
ses achats de contrats, peut choisir son plan de consommation ci = (ci0; c

i
1; :::; c

i
S) sous

l�unique contrainte budgétaire :

ci0 +

SX
s=1

�ads :c
i
s = !

i
0 +

SX
s=1

�ads :!
i
s (22)

Sans sous-estimer le peu de réalisme de ce système de marchés5, le mérite de cette
extension est d�étendre quasi-immédiatement la théorie usuelle de l�équilibre général.

4Le bien présent peut, lui, être échangé sur un marché au comptant. Dans notre cadre à S états
du monde, 2 périodes, un bien par date�événement, il existe donc S + 1 marchés, i.e. S marchés à
terme et 1 marché au comptant.

5�En fait, il n�existe pas de marchés pour les biens ainsi dé�nis, mais les économistes sont familiers
de l�hypothèse fructueuse selon laquelle il existe des marchés à terme pour toutes les marchandises
même s�il n�existe qu�un nombre insigni�ant de tels marchés dans la réalité.�([Deb53] pp.115-6)
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4.1.3 Demandes et équilibre des marchés

Si l�on néglige les contraintes de positivité des consommations :

ci0 � 0; cis � 0 8s = 1; :::; S

le programme de chaque agent i est donc :8><>:
max(ci0;ci1;:::;ciS)

PS
s=1 �s:ui (c

i
0; c

i
s)

sous les contraintes :

ci0 +
PS

s=1 �
ad
s :c

i
s = !

i
0 +

PS
s=1 �

ad
s :!

i
s

(23)

Le lagrangien de ce problème est :

$i(ci; �i) =
SX
s=1

�is:uis
�
ci0; c

i
s

�
� �i

"
ci0 +

SX
s=1

�ads :c
i
s = !

i
0 +

SX
s=1

�ads :!
i
s

#
(24)

où �i est le multiplicateur associé à la contrainte budgétaire de i. Les conditions de
premier ordre sont : PS

s=1 �s
@ui(c

i
0;c

i
s)

@ci0
= �i

�s
@ui(c

i
0;c

i
s)

@cis
= �i:�

ad
s s = 1; :::; S

ci0 +
PS

s=1 �
ad
s :c

i
s = !

i
0 +

PS
s=1 �

ad
s :!

i
s

(25)

Après quelques réarrangements, on trouve la condition marginale habituelle :

Tmsi0!s =
�s

@ui(c
i
0;c

i
s)

@cisPS
s=1 �s

@ui(ci0;c
i
s)

@ci0

= �ads (26)

Pour chaque vecteur de prix �ad, le choix optimal ci = (ci0; c
i
1; :::; c

i
S) est l�élément de la

contrainte budgétaire pour lequel la valeur marginale (Tmsi0!s) de la consommation
de chaque bien contingent s est égal à son coût marginal (�ads ). Au point c

i, il est
donc alors impossible pour l�agent i de dégager un surplus, d�améliorer son utilité en
modi�ant à la marge ses contrats à terme. La convexité des préférences assure que
cette condition locale, au voisinage de ci est su¢ sante globalement.
La demande du bien présent (ci0

�
�ad
�
) et celles des biens contingents (cis

�
�ad
�
,

s = 0; 1; :::S), sont donc les solutions du système classique suivant :�
Tmsi0!s = �

ad
s s = 1; :::; S

ci0 +
PS

s=1 �
ad
s :c

i
s = !

i
0 +

PS
s=1 �

ad
s :!

i
s

(27)

Les demandes nettes de contrats sur les biens contingents sont évidemment dé�nies
par di¤érence :

zis
�
�ad
�
= cis

�
�ad
�
� !is (28)

L�équilibre général de l�économie est dé�ni par l�ensemble des prix �ad assurant l�éga-
lité simultanée des demandes et des o¤res sur le marché au comptant du bien présent :

IX
i=1

ci0
�
�ad
�
= 
0 (29)
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et sur les marchés à terme sur les biens contingents :

IX
i=1

zis
�
�ad
�
= 0 (30)

Les conditions sur les marchés à terme peuvent évidemment être directement écrites
en fonction des demandes de biens des agents :

IX
i=1

cis
�
�ad
�
= 
s (31)

4.2 Optimalité parétienne et équilibre

Le cadre d�Arrow-Debreu permet de généraliser les propriétés normatives de l�équi-
libres général traditionnel. Commençons par redé�nir et caractériser les optima de
Pareto dans notre cadre avec biens contingents.

Dé�nition 3 Une allocation contingente c est un optimum de Pareto si elle est pos-
sible et si il est impossible d�accroître le bien-être d�au moins un agent sans détériorer
la situation d�autres agents.

Pour déterminer les allocations pareto-optimales, on construit la fonction de bien-
être collective U suivante :

U = U(u;�)(c) :=
IX
i=1

�i

"
SX
s=1

�s:ui
�
ci0; c

i
s

�#

Pour chaque vecteur �, l�allocation optimale correspondante est la solution du pro-
gramme classique suivant :8>>><>>>:

maxf(ci0;ci1;:::;ciS):i2Ig U
sous les contraintes :PI

i=1 c
i
0 = 
0PI

i=1 c
i
s = 
s; s = 1; :::; S

(32)

Le lagrangien de ce problème est :

$ =

IX
i=1

�i

SX
s=1

�s:ui
�
ci0; c

i
s

�
� �p0

 
IX
i=1

ci0 � 
0

!
�

SX
s=1

�ps

 
IX
i=1

cis � 
s

!
(33)

où �p = (�p0; �
p
1; :::; �

p
S) est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés aux

contraintes.
Comme les fonctions d�utilité sont strictement concaves, que les contraintes sont

linéaires, le lagrangien est une fonction strictement concave (pour les consommations).
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Les conditions de premier ordre sont donc su¢ santes et nécessaires ; elles sont les
suivantes :

�i
PS

s=1 �s
@ui(ci0;cis)

@ci0
= �p0 i = 1; :::I

�i�s
@ui(ci0;cis)

@cis
= �ps

i = 1; :::; I
s = 1; :::; SPI

i=1 ci0 = 
0 i = 1; :::; IPI
i=1 cis = 
s

i = 1; :::; I
s = 1; :::; S

(34)

Après réarrangements, on obtient une des conditions les plus utilisés de la �nance :

Tmsi0!i =
�s

@ui(ci0;cis)
@cisPS

s=1 �s
@ui(ci0;cis)

@ci0

=
�ps
�p0

(35)

Les multiplicateurs étant les prix parétiens des biens à l�optimum de Pareto, l�équa-
tion (35) s�interprète de manière classique : une distribution de biens contingents est
optimale au sens de Pareto lorsque, pour chaque bien, la valeur (marginale) de ce
bien, son Tms, est égal à la valeur sociale du bien, le prix parétien (relatif).
La parenté de ces conditions marginales avec celles de l�équilibre général nous

redonne immédiatement les théorèmes de correspondance classiques (sous les hypo-
thèses habituelles de convexité).
En e¤et, si l�on pose �ps = �

ad
s , �i = 1=�i, on véri�e que l�unique solution de (26)

véri�e (35).
De même, tout optimum de Pareto peut être décentralisé en un équilibre de marché

si, au préalable, une redistribution modi�e de manière appropriée les dotations des
agents.

Théorème 1 Dans une économie d�échanges à la Debreu (de la section 4), les théo-
rèmes fondamentaux de la théorie du bien-être sont véri�és, i.e tout équilibre concur-
rentiel est un optimum de Pareto, et tout optimum de Pareto peut être être décentralisé
en un équilibre concurrentiel.

Remarque 1 Il est important de noter que la correspondance entre les équilibres
concurrentiels et les optima ne dépend pas de l�hypothèse d�utilité espérée. En e¤et,
si l�on suppose que les préférences sont représentables par une fonction d�utilité Ui
dé�nie sur les consommations contingentes :

Ui = Ui
�
ci0; c

i
1; :::c

i
s; :::; c

i
S

�
qui véri�e les hypothèses usuelles de stricte concavité, de double dérivabilité, de crois-
sance par rapport à chaque argument, l�ensemble des raisonnements et des résultats
précédents sont toujours valides.

Remarque 2 Les équilibres concurrentiels sont non seulement des allocations pareto-
optimales ex-ante, i.e. par rapport à la date 0, mais aussi des allocations optimales
ex-post : si l�on se place après la révélation de l�état du monde, il est également
impossible de réaliser une réallocation pareto-améliorante. En e¤et, pour tout couple
de biens j, j0 d�un même état du monde s, pour tout couple d�agent i, i0 on a à
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l�équilibre concurrentiel l�égalité des Tms. Sous les hypothèses usuelles, ceci montre
l�impossibilité de réallouer ex-post avantageusement les biens après la réalisation de
l�état du monde.

Le cadre à la Arrow-Debreu permet donc d�étendre immédiatement la théorie de
l�équilibre à l�incertain. Mais, la simplicité formelle de cette extension ne se fait-elle
pas au prix du réalisme de la formalisation ? Un modèle à la Arrow-Debreu est-
il équivalent à un système de marchés utilisant non de mythiques contrats sur les
biens contingents, mais des actifs �nanciers (des actions, des obligations, des options,
etc...) ? Si oui, lequel ?

5 Equivalence entre équilibres

On dispose donc de deux modélisations de l�équilibre général dans l�incertain.
L�une, celle d�Arrow-Debreu, assez abstraite, repose sur une redé�nition des biens
et recourt au mécanisme des marchés à terme pour l�ensemble des biens possibles.
L�autre, plus réaliste, positionne une structure d�actifs �nanciers su¢ samment riche
pour permettre d�actualiser dans l�incertain les revenus futurs.
Quelles sont les relations de ces deux types de modélisation ? Peut-on recourir

indi¤éremment à l�une ou à l�autre ? Autrement dit, pour une même économie, les
consommations et les productions que vont engendrer ces deux systèmes de marchés
sont-elles identiques, équivalentes ?
Cette section analyse ce problème en se limitant d�abord au cas simple où les actifs

�nanciers sont des actifs élémentaires à la Arrow, puis en traitant du cas général.

5.1 Structure complète d�actifs élémentaires

La gamme des actifs �nanciers est la gamme complète des actifs à la Arrow, i.e. :

V =

266664
1 0 ::: 0 0
0 1 0 ::: 0
::: 0 1 0 :::
0 ::: 0 1 0
0 0 ::: 0 1

377775
Pour ce système �nancier complet, l�équilibre obtenu est

�
(qa)

S
a=1 ; (c

i)
I
i=1 ; (X

i)
I
i=1

�
� où les quantités véri�ent les contraintes de ressources

1. sur chaque marché au comptant :
IX
i=1

cis =
IX
i=1

!is; s = 0; 1; ::::; S (36)

2. sur chaque marché d�actifs :
IX
i=1

X i
a = 0; a = 1; ::::; S

en supposant que les marchés �nanciers sont complets.
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� où, pour chaque agent i, ses choix (ci; X i) véri�ent ses contraintes budgétaires,

1. c�est-à-dire à la période initiale :

ci (0) +

SX
a=1

qa:X
i
a = !

i (0) (37)

2. et à la seconde période en chaque état s :

ci (s)� !i (s) = X i
s (38)

puisque les actifs sont des actifs élémentaires à la Arrow ;

� où , pour chaque agent i, ses choix (ci; X i) sont, sous ses contraintes budgétaires,
les meilleurs pour lui, i.e. véri�ent les conditions marginales suivantes :

qa =
SX
s=1

Tmsi0!s:Vas

lesquelles, comme les actifs sont élementaires, se réduisent simplement pour
chaque actif �s�à la Arrow à la condition suivante :

qs = Tms
i
0!s; s = 1; :::; S (39)

Le résultat fondamental que l�on va très rapidement esquissé est qu�à cet équilibre,
obtenu grâce au fonctionnement de marchés �nanciers, de marchés au comptant, après
que les agents aient pris toute une série de décisions réelles et �nancières, correspond
un équilibre avec le système complet de marchés à terme.
L�équilibre proposé pour le système à la Arrow-Debreu est

�
�ad; (ci)i=1;:::;I

�
où le

vecteur des prix est dé�ni par les prix d�équilibre des actifs �nanciers :

�ad (0) = 1; �ad (s) = qs s = 1; :::; S (40)

où les consommations sont celles de l�équilibre avec actifs �nanciers.
Evidemment, pour les consommations choisies, sur chaque marché à terme, les

conditions d�équilibre sont véri�ées :

IX
i=1

cis =
IX
i=1

!is (41)

Il reste à démontrer que pour les prix sélectionnées �ad, les quantités ci = (cis)
S
s=1

constituent pour chaque agent i son meilleur choix dans sa contrainte budgétaire :

�ad0 c
i
0 +

SX
s=1

�ads c
i
s = �

ad
0 !

i
0 +

SX
s=1

�ads !
i
s (42)

Or, les contraintes budgétaires (37) et (38) peuvent évidemment être consolidées pour
donner la contrainte suivante :

ci (0) +
SX
s=1

qs:c
i (s) = !i (0) +

SX
s=1

qs:!
i (s) (43)
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A l�équilibre �nancier, les choix de consommation ci sont donc les solutions du système
suivant : �

Tmsi0!s = qs; s = 1; :::; S

ci (0) +
PS

s=1 qs:c
i (s) = !i (0) +

PS
s=1 qs:!

i (s)

ou encore, puisque les �ad sont dé�nies par (40), les solutions du système :�
Tmsi0!s = �

ad
s ; s = 1; :::; S

ci (0) +
PS

s=1 �
ad
s :c

i (s) = !i (0) +
PS

s=1 �
ad
s :!

i (s)
(44)

Sous les conditions uselles de convexité des préférences, ces conditions sont évidement
les conditions su¢ santes des choix optimaux de i sous la contrainte budgétaire (42).

Par conséquent,
��
�ads
�S
s=1
; (ci)

I
i=1

�
dé�nit bien un état possible pour le système

de marchés à la Arrow-Debreu où le vecteur de consommation ci est pour chaque
agent i son meilleur choix dans contrainte budgétaire. Bref,

��
�ads
�S
s=1
; (ci)

I
i=1

�
est

bien un équilibre à la Arrow-Debreu de l�économie.
Par des raisonnements similaires, il est facile de montrer que tout équilibre à la

Arrow-Debreu
��
�ads
�S
s=1
; (ci)

I
i=1

�
dé�nit un équilibre

�
(qa)

S
a=1 ; (c

i; X i)
I
i=1

�
du sys-

tème complet des actifs élémentaires où :

qs = �
ad
s ; s = 1; :::S

X i
s = c

i
s � !is; s = 1; :::; S

Cette équivalence est également obtenue lorsque les actifs �nanciers sont quelconques.

5.2 Structure complète arbitraire d�actifs

Si les actifs sont quelconques, en supposant toujours que rangV = S, il est tou-
jours possible de se constituer des portefeuilles synthétisant les actifs à la Arrow
a1; :::; as; :::; aS. Le portefeuille synthétisant as est noté Xas et son coût �ads est égal à
q:Xas . Chaque agent désirant un vecteur de revenu w = (w1; :::; wS)

> peut donc obte-
nir le revenu w1 dans l�état du monde 1 en se constituant w1 portefeuilles synthétisant
a1 pour un coût égal à �

ad
1 , le revenu w2 dans l�état du monde 2 en se constituant w2

portefeuilles synthétisant a2 pour un coût égal à �
ad
2 , etc... Le portefeuille permettant

d�obtenir le pro�l w est obtenu en sommant les portefeuilles de synthèse :

w1X
a1 + w2X

a2 + :::+ wsX
as + :::+ wSX

aS

Le coût v (w) pour obtenir w est donc :

v (w) = w1�
ad
1 + :::+ wS�

ad
S = q (w1X

a1 + :::+ wSX
aS) (45)

A l�équilibre �nancier où l�agent i obtient ci = (cis)
S
s=0, le pro�l des revenus w obtenu

par son portefeuille X i est :

w = (ws)
S
s=1 ; ws = c

i (s)� !i (s)
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Le coût d�un tel portefeuille est donc par construction :

v (w) =

SX
s=1

�s:ws

=
SX
s=1

�s:
�
ci (s)� !i (s)

�
L�absence de pro�t d�arbitrage à l�équilibre implique que le coût de ce portefeuille de
synthèse est égal à q:X i puisqu�il livre les mêmes revenus. Ainsi, par substitution, la
contrainte budgétaire de la période 0 :

ci (0) +

AX
a=1

qa:X
i
a = !

i (0)

peut être réécrite :

ci (0) +
SX
s=1

�ads :
�
ci (s)� !i (s)

�
= !i (0)

et donc on obtient bien la contrainte budgétaire d�un marché avec biens contingents :

ci (0) +
SX
s=1

�ads :
�
ci (s)� !i (s)

�
= !i (0) +

SX
s=1

�ads :!
i (s)

Nécessairement à l�équilibre �nancier, chaque agent i ne doit pas avoir intérêt à mo-
di�er ses quantités d�actifs �nanciers ou de portefeuilles. Aussi, doit-on avoir pour
chaque actif :

qa =
SX
s=1

Tmsi0!s:Va (s)

Ceci vaut notamment pour les portefeuilles synthétisant les actifs élémentaires à la
Arrow. Aussi, à l�équilibre �nancier a-t-on nécessairement :

�ads = Tms
i
0!s:as (s)

pour chaque portefeuille synthétisant l�actif élémentaire �s�as.
La condition marginale de l�équilibre individuel assure donc que ce plan de consom-

mation est bien le choix optimal dans la contrainte budgétaire. Aussi a-t-on :

Théorème 2 (i) Tout équilibre
�
(qa)a=1;:::;A ; (c

i)
I
i=1 ; (X

i)
I
i=1

�
avec actifs �nanciers

est équivalent à un équilibre à la Arrow-Debreu si rangV = S ;
(ii) Tout équilibre à la Arrow-Debreu est équivalent à un équilibre avec actifs �nanciers
nominaux si rangV = S.
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5.3 Conséquences

Economiquement, ce résultat d�équivalence illustre une propriété de neutralité
des structures �nancières complètes. En e¤et, à chaque économie E, dé�nie par les
préférences, les dotations, les possibilités de production de ses agents, par les di¤é-
rents événements possibles, correspond un équilibre concurrentiel à la Arrow-Debreu6.
Celui-ci dé�nit donc un ensemble de consommations7 et de prix des états pour l�éco-
nomie considérée :

E
A�D!

�
cad (E) ;�ad (E)

�
où cad (E) est le vecteur des consommations des di¤érents agents dans l�économie E,
�ad (E) le vecteur des prix des états de l�économie E.
Si l�on donne à cette économie E, un système �nancier complet résumé par la

matrice des revenus des actifs V :

V = (Va)
A
a=1

chaque système �nancier combiné au système des marchés au comptant va engendrer
un équilibre dé�ni par le vecteur des consommations (cV (E)), les portefeuilles des
agents (XV (E)), les prix des actifs (qV (E)) :

E
V!
�
cV (E) ;XV (E) ;qV (E)

�
Lorsque l�on modi�e la gamme V des actifs �nanciers, en introduisant certains nou-
veaux actifs, en en supprimant d�autres, tout en maintenant la complétude du système
�nancier, l�équilibre de l�économie s�ajuste. A la nouvelle gamme V0 va correspondre
pour la même économie un nouvel équilibre :

E
V 0!
�
cV

0
(E) ;XV 0 (E) ;qV

0
(E)
�

Cependant, le théorème d�équivalence nous assure que la mutation �nancière ne modi-
�e pas tout. En e¤et, comme l�économie est toujours la même, l�équilibre à la Arrow-
Debreu est constant. Par conséquent, tant que l�innovation �nancière conserve la
complétude, nécessairement les variables réelles restent invariantes par le théorème
d�équivalence :

cad (E) = cV (E) = cV
0
(E)

Par contre, les variables �nancières des di¤érentes structures de marchésV etV0 vont
être di¤érentes mais seulement d�une manière super�cielle : les portefeuilles sont en
e¤et déterminés par le même pro�l de consommations (= pro�l de revenus) cad (E) ;
les prix des actifs sont déterminés par l�actualisation de leurs revenus à l�aide du même
système de prix des états �ad. Ainsi, lorsque l�on se contente de modi�er la gamme des
actifs �nanciers, en maintenant toujours la complétude, seules les variables �nancières
s�ajustent, les variables réelles (consommations, productions, investissements, emploi)

6Ou un ensemble d�équilibres. Pour simpli�er, on supposera, sans perte de généralité, que l�unicité
est véri�ée.

7Et de productions, d�investissements, de facteurs utilisés pour les économies de production.
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demeurent inchangées. On retrouve donc, mais ici au niveau macroéconomique, les
propriétés de neutralité de la �nance du théorème de Modigliani-Miller.8

Analytiquement, ce résultat de neutralité est fondamental. Grâce à lui, pour déter-
miner les grandeurs réelles des économies, il n�est pas en e¤et nécessaire de prendre
en compte les caractéristiques institutionnelles du secteur �nancier : on peut faire
comme si un système marchés à la Arrow-Debreu existait. Ceci simpli�e énormément
l�analyse et, comme l�illustre la section suivante, permet de caractériser simplement
certaines propriétés macroéconomiques fondamentales des économies étudiées.

6 Risque, assurance et équilibre

Considérons une économie d�échange à deux périodes t = 0; 1, peuplée d�agricul-
teurs dont la récolte à venir est aléatoire. A la date t = 0, aucune production, aucune
consommation n�a lieu. Chaque agent est confronté à l�incertitude sur sa récolte. Tous
peuvent contracter, échanger des promesses de livraison, s�assurer les uns les autres,
mettre en place des marchés de biens contingents. En t = 1, chaque agriculteur ob-
serve l�état du monde, sa récolte, celles de ses compères, les contrats sont exécutés et
les consommations ont lieu.
Les agents ne consommant qu�en 1, leur problème économique n�est pas de moduler

la répartition intertemporelle de leurs ressources, i.e. de déterminer leur épargne opti-
male. Confrontés à un avenir incertain (mauvaise récolte/bonne récolte), ils cherchent
avant tout à réallouer leurs ressources entre ces deux événements possibles de la même
période, à lisser, de stabiliser leurs consommations de la même période. C�est donc
avant tout un problème d�assurance que la boîte d�Edgeworth peut représenter très
simplement.

6.1 Construction de la boîte

Supposons que les deux agents habituels aient des dotations aléatoires de blé.
Si l�état du monde est bon (pour l�agent 1), la dotation de 1 sera !11, celle de 2,
!21. Par contre, si l�état du monde est mauvais (pour l�agent 1), les dotations seront
respectivement !12 et !

2
2 . Les dotations globales des deux états seront notées 
1, 
2.

Les probabilités (objectives) des états du monde 1 et 2 sont respectivement notées �
et 1� � - avec 0 < � < 1.
L�ensemble de consommation (commun) des deux agents est supposé être <2+. En

général pour l�étude des optima parétiens, nous supposerons sauf exception que les
préférences véri�ent l�axiomatique de vNM, i.e pour chaque agent i, ses préférences
sont représentées par la fonction Ui telle que

Ui(c
i
1; c

i
2) = �:ui

�
ci1
�
+ (1� �):ui

�
ci2
�

(46)

8Dans la littérature macroéconomique moderne (cf par exemple [Sar87]), la complétude des mar-
chés �nanciers (ou un de ses succédanés) est une des hypothèses implicites de ses théorèmes de
neutralité sur les opérations d�open-market, des interventions des banques centrales sur les mar-
chés des changes. Le relâchement de cette hypothèse est susceptible de rendre e¢ cace une politique
monétaire active même si l�ensemble des marchés est en concurrence pure et parfaite.
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où ui est la fonction d�utilité élémentaire. Au surplus, que le consommateur a des
préférences strictement monotones et strictement convexes, i.e l�utilité élémentaire
véri�e

u
0

i (c) > 0; u
00

i (c) < 0 (47)

Cette spéci�cation assure que chaque agent a de l�aversion à l�égard du risque et per-
met d�obtenir une caractérisation forte de la répartition des risques entre agents.
Dans un environnement aussi primitif, tout économiste normalement constitué ne

peut se poser qu�un nombre réduit d�interrogations :

1. quelle est la bonne répartition des risques entre les agents ?

2. la répartition des risques réalisée par le marché est-elle e¢ cace ?

3. si le risque ne peut disparaître, comment doit-il être réparti entre les agents ?
Quels en sont les déterminants ?

La notion de bien contingent étant admise, l�ensemble des allocations pareto-
optimales (intérieures) de cette économie sont les allocations solutions d�un des pro-
grammes suivants :

P (u) :

8>>>><>>>>:
max(c11;c12;c21;c22)

�:u1 (c
1
1) + (1� �):u1 (c12)

sous les contraintes
�:u2 (c

2
1) + (1� �):u2 (c22) � u (�)
c11 + c

2
1 � 
1 (�

p
1)

c12 + c
2
2 � 
2 (�

p
1)

(48)

où u est le niveau d�utilité paramétrique de l�agent 2, �p1 et �
p
2 sont les multiplicateurs

associés aux contraintes de ressource des biens 1 et 2. A ce programme très classique
est associé le lagrangien suivant :

$ = �:u1 (c
1
1) + (1� �):u1 (c12) + �(�:u2 (c21) + (1� �):u2 (c22)� u)
��p1(c11 + c21 � 
1)� �

p
2(c

1
2 + c

2
2 � 
2)

(49)

dont les conditions nécessaires de premier ordre nous donnent après quelques réar-
rangements :

Tms12!1
�
c11; c

1
2

�
=
�p1
�p2
= Tms22!1

�
c21; c

2
2

�
(50)

Le cadre adopté est compatible avec deux types de risque : les risques diversi�ables
et les risques agrégés . Dans le cas des risques diversi�ables, les aléas individuels
disparaissent au niveau agrégé9. Aussi, dans notre exemple, si pour chaque agent, sa
récolte est incertaine, au niveau global, sa valeur est certaine :


2 = 
1 (51)

Par contre, si le risque est agrégé, �macroéconomique�, il ne disparaît lorsque l�on
passe de l�agent à la collectivité. Aussi, la dotation globale est également variable, i.e.

2 6= 
1. On supposera ici (�gure 5) dans ce cas que :


2 > 
1 (52)

9Si les risques sont identiquement et indépendamment distribués, si la population est su¢ samment
importante, le risque tend notamment à disparaître par l�e¤et de la loi des grands nombres.

28



agent 1

agent 2

bien 2

bien 1

Fig. 5 �La boîte d�Edgeworth avec des biens contingents.

6.2 Cas des risques diversi�ables

Si les risques sont diversi�ables ( la �gure 6), la boîte d�Edgeworth est en fait un
carré de côté 
 (= 
1 = 
2). Un lieu économiquement particulièrement intéressant
de cette boîte est l�ensemble des allocations d�assurance complète. L�agent 1 (2) est
parfaitement assuré si c11 = c12 (c

2
1 = c

2
2) : si le risque est diversi�able, la bissectrice

de la boîte est l�ensemble des allocations (possibles) assurant complèment les agents.
Comme le Tms de chaque agent est :

Tmsi2!1 =
�

1� � :
u
0
i (c

i
1)

u
0
i (c

i
2)

(53)

sur la droite d�assurance complète, les Tms des deux agents sont constants et égaux
à �=1� � puisque

ci1 = c
i
2 ) Tmsi2!1 =

�

1� � (54)

La boîte est ainsi partagée en trois zones que l�on peut caractériser en terme de Tms :
� la zone I au dessus de la bissectrice O1O2 ou

c12 > c
1
1 ) Tms12!1 >

�

1� � (55)

c22 < c
2
1 ) Tms22!1 <

�

1� � (56)

� la zone II, la bissectrice O1O2, où

c12 = c
1
1 ) Tms12!1 =

�

1� � (57)

c22 = c
2
1 ) Tms22!1 =

�

1� � (58)

29



� la zone III, au dessous de la bissectrice, où

c12 < c
1
1 ) Tms12!1 <

�

1� � (59)

c22 > c
2
1 ) Tms22!1 >

�

1� � (60)

La seule zone de la boîte égalisant les Tms est donc la bissectrice, et donc le
régionnement de la boîte d�Edgeworth implique que les allocations pareto-optimales
sont des allocations avec assurance complète.

Propriété 2 Si les risques sont diversi�ables, i.e. si 
1 = 
2 = 
, les allocations
pareto-optimales sont des allocations assurant complètement les agents, où les prix
relatifs implicites du bien 1 des agents sont �=1� �.

Remarque 3 Ce résultat est la conséquence d�une double hypothèse : les agents ont
des préférences représentables par une fonction vNM (et donc par une fonction sépa-
rable) et leurs probabilités sur les di¤érents états du monde sont les mêmes. Lever une
seule de ces hypothèses détruit le résultat. Ce dernier doit donc être surtout interprété
comme une référence théorique.

Si l�on cherche à déterminer l�équilibre concurrentiel à la Arrow-Debreu, il est
nécessaire de spéci�er les marchés à créer. Les biens contingents étant les biens 1et
2, on introduit des contrats de livraison du bien 1 et de livraison du bien 2, que l�on
négocie et paie à la date 0. Chaque contrat i est en fait une promesse de livraison
d�une unité de bien contingent i si l�état du monde i se réalise, et rien sinon. On a
donc en 0 un ensemble de deux marchés à terme. Si l�on note zij la demande nette de
l�agent i de contrats sur les bien contingent j, sa contrainte budgétaire est :

�ad1 :z
i
1 + �

ad
2 :z

i
2 = 0

Les consommations de l�agent i sont données par ses dotations et ses contrats :

cij = !
i
j + z

i
j; i = 1; 2; j = 1; 2

La demande peut être réécrite après substitution :

�ad1 :c
i
1 + �

ad
2 :c

i
2 = �

ad
1 :!

i
1 + �

ad
2 :!

i
2

Le problème de chaque agent i est donc :

Pi
�
�ad
�
:

8<:
max(ci1;ci2)

�:u1 (c
i
1) + (1� �):u1 (ci2)

sous les contraintes :
�ad1 :c

i
1 + �

ad
2 :c

i
2 = �

ad
1 :!

i
1 + �

ad
2 :!

i
2

(61)

en se restreignant aux solutions intérieures. La condition d�équilibre individuel est
donc :

Tmsi2!1
�
ci1; c

i
2

�
=

�

1� � :
ui (c

i
1)

ui (ci2)
=
�ad1
�ad2
; i = 1; 2 (62)
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L�équilibre concurrentiel impliquant nécessairement l�égalisation des di¤érents Tms
au même prix relatif �ad1 =�

ad
2 , chaque allocation d�équilibre appartient à la droite des

allocations complètement assurées (O1O2). L�équilibre concurrentiel est donc e¢ cace
et donne une consommation constante à chaque agent (�gure6). Le prix (relatif)
d�équilibre est �=1 � �, et après substitution de la contrainte budgétaire on obtient
les allocations d�équilibre :

c11 = c
1
2 = �:!

1
1 + (1� �) :!12 = Ee!1 (63)

c21 = c
2
2 = �:!

2
1 + (1� �) :!22 = Ee!2 (64)

Chaque agent reçoit donc une quantité de biens égale à sa récolte espérée. En adoptant
l�analyse au cas à S valeurs possibles pour les dotations individuelles, I agents, le
résultat suivant est obtenu :

Théorème 3 (risques diversi�ables) Si les risques sont diversi�ables :
(i) les allocations optimales au sens de Pareto sont des allocations complètement as-
surées, i.e cis = c

i
s0 8s; s0; i = 1; :::; I ;

(ii) les allocations concurrentielles sont des allocations pareto-optimales assurées équi-
tablement, i.e. la consommation de chaque agent i est, dans chaque état du monde,
égale à la valeur espérée de sa dotation :

ci1 = ::: = c
i
s = ::: = c

i
S = Ee!i; i = 1; :::; I

Les prix relatifs d�équilibres sont donnés par les rapports des probabilités :

�ads
�ads0

=
�s
�s0

6.3 Cas des risques agrégés

Si l�agent i est parfaitement assuré, ci1 = c
i
2. La valeur des Tms est alors donnée

par le rapport des probabilités des états du monde :

Tmsi2!1 =
�1:u

0
(ci1)

�2:u0 (ci2)
=
�1
�2

Elle est donc constante le long de la droite à 45� issue de l�origine Oi. Cette situation
est représentée dans la boîte d�Edgeworth de la �gure 7. Comme pour les risques
diversi�ables, la boîte d�Edgeworth peut être décomposée en trois régions dé�nies par
les droites d�assurance complète comme le montre la �gure 8 :
� la zone I au dessus de la droite d�assurance de l�agent 2 où

c12 > c
1
1 ) Tms12!1 >

�

1� � (65)

c22 � c21 ) Tms22!1 �
�

1� � (66)
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agent 1

agent 2

bien 2

bien 1

45°

Fig. 6 �Equilibre concurrentiel avec assurance complète des agents.

agent 1

agent 2

bien 2

bien 1

2

1

Fig. 7 �La boîte d�Edgeworth lorsque le risque est agrégé. Les deux bissectrices issues
des origines sont distinctes. Pour chaque agent, la valeur de son Tms sur sa droite
d�assurance complète, sa bisssectrice) est la même.
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agent 1

agent 2

bien 2

bien 1

2

1

2 / 1

région I

région II

région III

Fig. 8 �Régionnement de la boîte d�Edgeworth et caractérisation des allocations
pareto-optimales.

agent 1

agent 2

bien 2

bien 1

2

1

Fig. 9 �Allocations mutuellement avantageuses et équilibre concurentiel dans la boîte
d�Edgeworth.
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agent 1

agent 2

bien 2

bien 1

2

1

Fig. 10 �Equilibre concurrentiel avec une assurance partielle des risques.

� la zone II comprise entre les deux droites d�assurance complète, où

c12 > c
1
1 ) Tms12!1 >

�

1� � (67)

c22 > c
2
1 ) Tms22!1 >

�

1� � (68)

� la zone III, au dessous de la droite d�assurance de l�agent 1, où

c12 � c11 ) Tms12!1 �
�

1� � (69)

c22 > c
2
1 ) Tms22!1 >

�

1� � (70)

Toute allocation appartenant à la zone I véri�e :

Tms12!1 >
�

1� � � Tms
2
2!1

alors que pour toute allocation appartenant à la zone III on a :

Tms12!1 �
�

1� � < Tms
2
2!1

L�égalisation des Tms est donc impossible dans les zones I et III. Celle-ci n�est possible
que dans la seule la zone II.
Dans la �gure 7, les deux droites d�assurance complète des agents étant disjointes,

l�assurance complète est impossible. L�équilibre et l�optimum impliquant l�égalisation
des Tms, ils sont nécessairement entre les deux droites de parfaite assurance. Pour
tout point extérieur à cette zone II, il est possible de trouver des transformations
parétiennes comme le montrent les �gures 9 et 6.
Les résultats obtenus dans la boîte d�Edgeworth se généralise lorsqu�il existe S

états :
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Propriété 3 Si 
s > 
s0, on doit nécessairement avoir monotonicité des allocations
individuelles cis > c

i
s0, i = 1; :::; I.

Sans perte de généralité, on considère les deux états s et s0. Si la proposition était
fausse, il existerait au moins deux agents i0 et i00 dont les consommations ne seraient
pas covariantes :

ci
0

s � ci
0

s0 (71)

ci
00

s < c
i00

s0

et donc

Tmsi
0

s!s0
�
ci
0

0 ;eci0� =
�(s)

�(s0)

u
0
i0

�
ci
0
0 ; c

i0
s

�
u
0
i0

�
ci
0
0 ; c

i0
s0

�
� �

1� �

>
�(s)

�(s0)

u
0
i00

�
ci
00
0 ; c

i00
s

�
u
0
i00

�
ci
00
0 ; c

i00
s0

�
= Tmsi

00

s0!s

�
ci
00

s ; c
i00

s0

�
Or, cette inégalité des Tms est impossible à un optimum de Pareto.

6.4 Conséquences

La réallocation des biens dépend donc uniquement de l�existence d�une disparité
des prix implicites attachés aux biens (les Tms). Par conséquent, même si un des
agents a initialement une allocation parfaitement assurée (!is = !

i
s0), une réallocation

aura lieu et nécessairement l�allocation �nale de i véri�era cis 6= cis0, i.e. l�agent sera
amené à supporter en partie le risque agrégé : il y a donc nécessairement partage du
risque agrégé entre les agents.
Si l�on se restreint à la classe des fonctions d�utilité les plus utilisées en �nance et

en économie, i.e. celles supposant soit une constance de l�aversion absolue au risque
(exponentielle), soit une constance de l�aversion relative au risque (puissance, log, ...),
il est possible de caractériser encore plus fortement ce partage des risques. En e¤et,
lorsque l�inverse de l�aversion au risque est une fonction a¢ ne, i.e. lorsque pour tout
i :

� u
0
i (c

i)

u00i (c
i)
= Ai +Bi:c

i (72)

où Ai et Bi sont deux constantes, toute allocation Pareto-optimale est résumée par
une fonction a¢ ne de la dotation globale :

cis = ai + bi
s (73)

où ai, bi sont également deux constantes.10

10Pour une analyse de ces partages linéaires, on peut se référer à [HL87] (page 133 et suivantes).
Remarquons que cette règle de partage linéaire obtenue pour une économie d�échanges ne compre-
nant que deux périodes, avec un unique bien par date-événement, peut être étendue à des environ-
nements plus généraux. Le prix à payer pour cette extension est d�étendre également les propriétés
de séparabilité des fonctions d�utilité.

35



La propriété 3 de monotonicité des consommations, ainsi que sa version linéaire
(73), est économiquement importante pour au moins deux raisons.
D�une part, ce partage complet des risques, à la di¤érence des propriétés norma-

tives des économies avec marchés complets, est une proposition positive que l�on peut
empiriquement tester.
D�autre part, elle donne une mesure de l�imperfection des marchés �nanciers. En ef-

fet, si ceux-ci étaient parfaits, les consommations des ménages seraient indépendantes
des évolutions de leurs revenus courants et seraient corrélées seulement à l�évolution
de la consommation globale. Ainsi, si l�on régresse l�équation :

� ln
�
cit
�
= �� ln (ct) + �� ln

�
yit
�
+ �it

où :
� cit est la consommation en t soit d�un ménage, soit d�un groupe de ménages,
voire d�une région,

� yit est le revenu courant de cet agent,
� ct est la consommation moyenne de la population totale,
� �it est le résidu,
les valeurs théoriques des coe¢ cients correspondant à l�hypothèse de marchés �-

nanciers complets sont :
� > 0; � = 0

Par contre, si les marchés sont très imparfaits, si les ménages sont soumis à de fortes
contraintes de liquidité, alors les valeurs théoriques sont alors :

� = 0; � > 0

La position des valeurs e¤ectives des coe¢ cients par rapport aux valeurs théoriques
possibles permettent donc de se faire une idée de la perfection des systèmes �nanciers.
La propriété 3 de monotonicité des consommations donne des mesures empiriques

de l�imperfection des marchés �nanciers. Aussi, au cours des années 80-90, a-t-on vu
�eurir de multiples travaux empiriques testant ce type de relation en microéconomie,
en macroéconomie, en �nance, en économie internationale, en économie du dévelop-
pement. La diversité des domaines impliqués souligne encore une fois l�importance du
cadre à la Arrow-Debreu pour la discipline économique.
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