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Remarque 1 Les corrigés accompagnant les exercices sont succincts, et peuvent comportés des co-
quilles, voire quelques erreurs. Outre les exercices qui suivent, on pourra trouver des exercices simi-
laires dans les manuels de Premier Cycle, par exemple Guerrien & Nezeys “Microéconomie et calcul
économique” ou Picard “Eléments de microéconomie”

1 Intitulés

1.1 Exercice I : Détermination des demandes avec trois biens

On considére un agent dont les préférences sont définies sur les trois biens de consommation 1,
2 et 3 et sont réprésentées par la fonction d’utilité suivante :

U=U(c,ca,c3) = c‘f‘cgcg

Les marchés des trois biens sont en concurrence pure et parfaite. Les prix régissant les transactions

sur les trois marchés sont notées p1, p2 et ps. Le revenu de ’agent est d’abord suupposé exogéne et
égal & w.

(1) Montrez que les fonctions V = aIn(ey) + BIn(c) +v1n(es), W = 22 c52c5* avec 0, =

= st 93 = ah
(2) Ecrire la contrainte budgétaire de 1’agent, son programme.
(3) Calculer les Tms de I'agent.

(4) Donner les conditions marginales de ses choix optimaux. Les choix optimaux peuvent-ils étre
des solutions en coin 7

(5) En supposant que o+ 8 + v = 1, calculer les fonctions de demandes de 1’agent.

(6) Que représentent dans les fonctions de demande les coefficients «, 3, et v ?

o
a+pB+7y?

0 représentent également les préférences de l'agent.

1.2 Exercice II : Offre concurrentielle

Une entreprise combine le travail (L) et le capital (K) dont les quantités sont respectivement
notées L et K, pour produire un bien de consommation en utilisant une technique de production
résumée par la fonction de production :

Q=K:L1 (1)

Le prix du bien est noté p, celui du travail w, celui du capital r.
(1) Ecrire le programme de maximisation du profit.
(2) Donner les conditions que doivent vérifier les choix optimaux de travail (L) et de capital (K).
(3) Déterminer la fonction d’offre de bien en fonction de p, de w et de r.
(4) Déterminer les fonctions de demande de travail et de capital en fonction de p, de w et de r.

1.3 Exercice III : Fonction de cotit total

Une entreprise combine le travail (L) et le capital (K) dont les quantités sont respectivement
notées L et K, pour produire un bien de consommation en utilisant une technique de production
résumée par la fonction de production :

Q=K5LS (2)

Le prix du travail est notée w, celui du capital r.
(1) Donner le programme de minimisation des cofits du producteur.
(2) Rappeler les conditions que doivent vérifier les choix optimaux minimisant les cofits.
(3) Déterminer la fonction de coit total de 'entreprise.
(4) Quelle est la fonction d’offre du producteur ?



1.4 Exercice IV : Equilibre général dans une économie d’échanges, 1

On considére une économie d’échanges comprenant deux biens 1 et 2, deux agents A et B dont

les préférences : s )
Ua=(cf)i(c)7 (3)

3 1
Up = (cf)1(c3) (4)

et les dotations des deux agents sont :

agent A | 100 150
agent B | 200 300

1.5 Exercice V : Equilibre général dans une économie d’échanges, 2

On considére une économie d’échanges comprenant deux biens notés 1 et 2, deux agents A et B
dont les fonctions d’utilité sont :

U4 =12In (clA) 4+ 61In (cf)
1
Us :ln(clB) +§ln(023)
ol ¢! et ¢4 sont les consommations en biens 1 et 2 de I'agent A, ¢ et cf les consommations en
biens 1 et 2 de 'agent B. Les dotations des agents A et B sont respectivement (150,0) et (50, 100).
Le bien 2 est pris comme numéraire, le prix du bien 1 est noté p.
1. Déterminez les demandes des agents A et B en fonction de p.
2. Calculez le prix et les quantités d’équilibre (de CPP).
3. Donnez le programme définissant les différentes allocations optimales au sens de Pareto.
4

. Déterminez la courbe des contrats, calculez les prix parétiens.

1.6 Exercice VI : Equilibre général dans une économie d’échanges com-
prenant trois biens

L’économie comprend trois biens : deux biens de consommation, les biens 1 et 2, et la monnaie,
trois agents : a, b et c. Ceux-ci regoivent intialement des dotations dont les valeurs numériques sont
suivantes :

dotations | bien 1 | bien 2 | monnaie
agent a 200 50 200
agent b 400 150 0

agent c 0 100 100

Leurs préférences sont résumées par les fonctions d’utilité suivantes :
1 1
Ua = (cf)? (c3) (M*)?
1 1 1
Uy=-In (cl{) +—-1In (cg) + —1In (Mb)
4 2 4
1 1 1
Ue = (c7)® (c3)* (M©)®
Les agents ont accés a des marchés en concurrence pure et parfaite sur lesquels ils peuvent échanger
ces trois biens. On suppose que la monnaie est pris comme numeéraire : pps = 1. Les prix des deux

autres biens : p; et py sont déterminés a 1’équilibre.
Déterminer I'équilibre général walrassien de cette économie.



1.7 Exercice VII : Equilibre général avec production

On considére une économie de production comportant deux biens de consommation 1 et 2 produit
a l'aide du travail par deux entreprises dont les techniques de production sont :

Q1 =VLi, Q= /2L,

Le travail est offert par deux ménages A et B dont les fonctions d’utilité différentes sont :

Ua= ()" (2)"
Up = 1ln(cf") +

1
5 —1In (cf)

12

Chaque ménage dispose de 100 unités de travail et posséde la moitié des profits. On prend comme
numéraire le prix du travail et on note p; et ps les prix des deux biens. Déterminez les prix d’équilibre.

1.8 Exercice VIII : Equilibre général et optimalité de Pareto dans une
économie de production

On consideére une économie d’échanges comprenant deux biens notés 1 et 2, deux agents A et B
dont les fonctions d’utilité sont :

UA = 2In (cf) +In (), UB = (cF)3 (cB)3

ot ¢! et ¢4 sont les consommations en biens 1 et 2 de I'agent A, ¢ et ¢f les consommations en
biens 1 et 2 de 'agent B. Les biens 1 et 2 sont produits par deux entreprises (également nommés 1
et 2) a ’aide d’un unique facteur de production : le travail. Les fonctions de production sont :

¢ =051, g2 = /Iy

Le travail est pris comme numéraire, les prix des autres biens sont notés p; et ps. Chaque agent 4 -
1 = A, B, dispose de 50 unités de travail qu’ils offrent sur le marché du travail pour augmenter leurs
revenus. L’agent A regoit la totalité des profits de 'entreprise 1, le tiers des profits de 'entreprise 2,
l’agent B le reste.

1. Déterminez les demandes des agents A et B.

2. Calculez les prix et les quantités d’équilibre.

3. On suppose désormais que les profits sont totalement redistribués a I'agent A. Caculez les
nouveaux prix d’équilibre. Comparez les & ceux de la question précédente. Expliquez leurs
évolutions.

4. Déterminer la frontiére de production de ’économie ainsi que son TTP. Tracez la frontiére de
production. Expliquez sa forme.

5. Donnez le programme caractérisant les allocations optimales de cette économie de production.

6. Déterminez la courbe des contrats.

2 Eléments de correction

2.1 Exercice I : Détermination des demandes avec trois facteurs

(1) évident puisque :
U=expV =Wty

Par conséquent, comme exp et (.)**5+7 sont des fonctions croissantes, on a :

Uler,ea,c3) > U(c,ch,cs) & Vier,ca,e3) > V() ch, ch)
& Wi(er,ca,c3) > W(d), ch, ch)



Les courbes d’indifférence sont les mémes, leurs équation étant quasi-identiques dans les trois cas :

a _8

ca=c ¢y U~

91

S T
cg=1c; “cy *W

Comme U = expV, la seconde équation est identique a la premiere. Comme 9

02

01 a 02
03 vy ? 93 ?
U = WothA+7 | la troisitme équation est identique a la premiere. Les courbes d’indifférence définies
par les trois fonctions U, V, W sont donc les mémes.

(2) Le programme de I’agent :

B
¥

max U

sous les contraintes :
p1€1 + p2cy +p3c3 = w
C1 Z 0

C2 Z 0

C3 Z 0

(3) 1l existe trois biens donc on doit avoir au moins deux Tms
prend comme référence le bien 1 les deux T'ms suivants :

a expliciter. Par exemple si 'on

T'msi—y = U/ Oc, = Bc(fcg_lcg = Ba
aU/8C1 ac?_lcgcg Q C2
sy = 00000 _adGd _ya
oU/der et~ Yehel  Bes

(4) Pour les solutions en coin les Tms tendent soit vers des valeurs infinies :

ca — 0, ¢t >0=Tms; .o — +00

c3— 0, ¢ >0=Tms;_3 — +0

soit sont nulles :
c2>0,c0=0=>Tms;_o=0

c3>0,c0=0=Tms;_.3=0

Evidemment au moins une des trois consommations est strictement positives. Les deux derniers cas
assurent que l’on ne peut avoir ¢; = 0 lorsque c2 > 0 ou / et ¢3 > 0. Par conséquent, ¢; > 0. Les
deux premiers assurent qu’aucune des deux consommations co ou cg ne peuvent étre nulles.

Par conséquent, les choix sont nécessairement intérieurs. Et les conditions marginales sont :

Ber  p2
Tmsig=——=—
Q C2 D1
v C1 Dps3
TmSl_)g = - = —
@ C3 b1

(5) Les fonctions de demande sont données par les solutions du systéme :

_Be _ p2
Tmsi_o = o cs = n:

_2e _ Pps
TmSl_,3 = ae T m
pic1 + paca +p3cs =w

i.e. lorsqu’il existe L biens par un systéme comprenant L — 1 conditions marginales (définies par
rapport au méme bien de référence, 1 ici) et la contrainte budgétaire. Les demandes sont
obtenues en trois étapes :



1. les conditions marginales permettent d’obtenir en fonction du bien de référence (c1) les consom-
mations des autres biens (cz et ¢3) :

_ Beci _ p2 _Bm
Tmsi_o = E?; =2 = =g,

_yca _ ps _1m
Tmsi_3 = Ec; =, = 3=g,-0

2. la substitution dans la contrainte budgétaire permet d’obtenir la demande du bien de référence :

pic1 + p2 (ﬂmq) + p3 (’Yplcl> =w
@ P2 @ P3
o w

a+B+yp

w
= 1 =0a—
p1

= (1 =

3. les demandes des autres biens sont alors obtenues en utilisant la demande du bien de référence
et les relations déduites des conditions marginales :

B p1 w
cp=~—c =fp3—
a P2 D2
Yp1 W
C3 = ——C =7—
a p3 b3

(6) En réarrangeant les demandes on obtient les relations suivantes :

w 1C1
cp=a— = td =«
D1 w

w b2cC2

o =p03— = =f
D2 w
w p3c3

C3=7—= =7
b3 w
Les parameétres «, 8 et v correspondent donc aux coefficients budgétaires de ’agent considéré. Ce
coefficient est indépendant des prix et des revenus - propriété fondamentale de la Cobb-Douglas.
2.2 Exercice II : Offre concurrentielle

(1) Le programme de maximisation du profit :

max II=p.Q —wL —rK
sous la contrainte :
Q2 KzL:

(2) Les conditions marginales vérifiées par les choix optimaux sur L et K
Les choix sur les facteurs maximisent le profit dés lors qu’ils égalisent la productivité marginale
au prix relatif de ceux-ci :

PmL = %
PmK = %
Les productivités marginales sont égales ici & :

0Q | 1Q
Pm, = 2% _ Zg1/2p-8/4 - 2%
L9 T i
0Q 1, 1Q
P =< __g-i2pl/a_ X
KT 9K T 2 2 K



et donc les demandes conditionnelles des facteurs sont :

Ld =
N
(3) La contrainte de production : @ = K %Li, combinée aux résultats précédents donne 'offre de

production @° :
1 1
1PQ\Z [1PQ\* s P3
— - —_—— = =
@ (2 r ) (4 w > @ 1672w

Pour chaque niveau de production, les choix sur les facteurs du production sont efficaces s’ils
minimisent la dépense. Avec la fonction de production sélectionnée, ceci est vérifiee dés lors que le
cofit réel de la substitution du capital au travail, Tmstx 1, est égal a son gain relatif, w/r.

(4) Les demandes des facteurs (en fonction des seuls prix) sont données par 1'offre concurrentielle
Q? et les demandes conditionnelles :

Il
SIRRSEIS]

N[ W=
SO

rQ
Jiie]
T

[ I

Kd_

— 3273w

3
Q° = - d pt
Ld _ lﬁﬁéu = { L = 647;&1)2

2.3 Exercice III : Fonction de cotiit total

Une entreprise combine le travail (L) et le capital (K) dont les quantités sont respectivement
notées L et K, pour produire un bien de consommation en utilisant une technique de production
résumée par la fonction de production :

Q=K3L3 (5)

Le prix du travail est notée w, celui du capital r.
(1) Le programme de minimisation des cofits :

ming, g wL +rK
sous la contrainte :

K3iLi >Q

(2) Les conditions vérifiés par les choix optimaux minimisant les cotits.

Les choix optimaux du production (L, K) sont ceux ou a la marge le cofit de la substitution du
capital en travail Tmstx_,, est égal & son gain, ’économie réalisé mesurée par le rapport w/r. Par
conséquent, pour chaque niveau de production @, les choix optimaux vérifient :

{ T’ITLStK_,L =

1 2 r
Ks3Ls >Q
(3) La fonction de cofit total de 'entreprise.
Le Tmst est égal au rapport au rapport des productivités marginales :
Pm;, £2Q 2KsL-s 292 g
Tmstg .1, = =5 =3 — =
Pmg  ZQ 1K 3L3

et donc la condition marginale nous donne la relation entre les deux facteurs :

K w 1wl
2—=—=>K=-——
L T 2 r

La substitution de cette relation dans la fonction de production donne la demande conditionnelle de

travail L? : . .
1wL\3 2 w3 2r\ 3
=== L=Q=L(—) =Li=(=
@ (2 T ) (L) Q (27") <w) @



La demande de capital K¢ est obtenu en combinant ce dernier résultat avec la relation donnant le

capital en fonction de L :
1 2
(3)°Q AN
= L = K (27’) @

1\3\'—“‘ ‘ﬁ

K
La fonction de cotit est la dépense minimale du producteur pour chaque niveau de production @,
dépense minimale définie par les choix optimaux que ’on vient de déterminer :

C(Q;w,r) = wL? + rK*
2r 3 w3
o[ (5) o]+ [(3)'9]

= Quir %[234_2 }

On remarque que cette fonction est linéaire par rapport a @, et donc que le cott marginal (Cm) et
le cott moyen (C'M) sont ici constants et égaux :

M = %:w%T% 24 4 274]
Cm = g% = wirs [2% +2—§]

La constance et ’égalité de ces deux variables est la conséquence de la constance des rendements
d’échelle de la fonction de production :

2

YA>0: (AK)S(AL)S = A x K313 = \Q

(4) Quelle est la fonction d’offre du producteur ?
Avec la fonction de cott linéaire que I'on vient de calculer, le profit de ’entrepreneur :

I = pQ—-C(Q5w,r)
= (p—w%r% [2%+27%})XQ

2

+ 2_3} , plus la production

W=

est également linéaire par rapport & @) : par conséquent, si p > wirs [2

sera importante, plus le profit de 'entrepreneur sera grand; si p = wirs {2% + 2’%}, le profit de

Pentrepreneur est toujours nul et loffre est n’importe quelle quantité (le producteur est indifférent) ;
sip < wirs [2% + 2_%}7 plus l'on produit, plus le profit est négatif, i.e. plus la perte du producteur
est grande - la quantité optimale pour le producteur est donc 0. L’offre est donc :

+00 st p>w%r% 25 +2*%
Q* =14 [0,400) si p=wirs |25 4273
0 si p<wiri |25 +2°3

L’offre est donc partiellement élastique au prix lorsque celui-ci est wirs {2% + 2_§]

Remarque 2 La méthode usuelle pour déterminer l'offre est d"annuler la dérivée du profit :
0
oQ

Comme les rendements sont constants, la solution de cette procédure ne détermine pas une quantité
mais le prix auquel Uoffre est parfaitement élastique :

iH—O:> — wirs [2%—&—2*%}

— Il =p- wirs [2%—&—2_%]

Cette solution doit ensuite étre interprétée comme on l’a fait plus haut.



2.4 Exercice IV : Equilibre général dans une économie d’échanges, 1

On considére une économie d’échanges comprenant deux biens 1 et 2, deux agents A et B dont

les préférences : 3 1
Ua=(c1)3(cd)7 (6)

)il
Up = ()i ()t (7

et les dotations des deux agents sont :

agent A | 100 150
agent B | 200 300

(1) Déterminer les demandes des deux agents.

Les contraintes budgétaires des deux agents sont déterminés par leurs ressources et leurs emplois ;
dans ’économie, les seules ressources sont les dotations des agents, les seuls emplois leurs consom-
mations. Par conséquent, si I’on note p; et py les prix des deux biens, la contrainte budgétaire de
chaque agent s’écrit :

agent A :plcf +pgc‘24 < 100p; + 150p2

agent B : plc’lB + ngQB < 200p; 4 300p2

Si I’on note W' la richesse de I’agent i, 4 étant soit A soit B, le programme de chaque agent est :
N3 Nl
maxX: ¢ (c1)¥(ch)1
sous les contraintes :
picy + pacy < W*
c‘i >0, cg >0

En supposant que les solutions de ce programme sont intérieurs, i.e. que 'agent considéré consomme
des quantités strictement positives de chaque bien, alors les solutions de ce programme sont don-
nés par la condition marginale (2 biens = 1 condition marginale, N biens = N — 1 conditions
marginales) :

b1
Tmsy_1 = —

b2
et par la contrainte budgétaire saturée :

picy + pach = W*

La condition marginale nous donne comment les deux biens doivent étre combinés :

oU; 3(.i\—% 1 3U; ;
Tms _ v _ ala)TE(G)T ad )
L7900 T Lk (dy-2 LU
dca 1(01) (ch) 1¢ 1
b1 Cé b1 i P1C§
Tmsy1 = — =357 ="=c=_—
D2 i D2 3p2

L’injection de cette relation dans la contrainte budgétaire permet d’obtenir la demande du bien 2 :

) plcli ’ ; 3w
picy +p ()W =c =
TR 3p, T4,

La demande du bien 2 est obtenue en combinant ce résultat avec celui donnant ¢ en fonction de ¢ :

, _ pich i
ch = . 1W
{ 2 3p2 = C7‘2 =

i _ 3W! A
Cl—Zpl 4p2




Les demandes des deux agents A et B ainsi que la demande globale sont donc :

bien 1 bien 2
agent A 014 _ %100;)1;-1150;;2 ,24 _ %100p1;r2150192
agent B 0,14 _ %200;)1;-1300;;2 CQB _ %200;)1;-2300102

__ 3 300p;1+450p2 __ 1 300p;+450p2
total a=31— 0 = Q=1 3

(2) Déterminer les prix d’équilibre.

Les prix d’équilibre sont déterminés par les conditions d’égalité de l'offre et de la demande sur
chaque marché ; en raison de la loi de Walras, lorsque I'on a deux marchés, il suffit d’avoir 1’équilibre
sur un marché pour 'avoir sur l'autre; en raison de la neutralité des variables nominales (absence
d’illusion nominale des agents, homogénéité de degré 0 des demandes aux prix), on ne peut que
déterminer qu’un prix relatif d’équilibre entre les deux biens. On peut donc sans perte de généralité
normaliser le prix de 'un des deux biens, i.e. prendre un bien comme numeéraire (unité de compte).
On choisit ici le bien 1 :

pr=1

La condition d’équilibre sur le marché de ce bien 1 s’écrit donc alors :
A, B 3
cter =a =g [300 + 450p2] = 300

puisque Doffre se réduit a celles des dotations, égales & 300 dans ’économie. Le prix d’équilibre est

donc : 5
1 (300 + 450p2) = 300 = po = —

(3) Calculer les consommations a I’équilibre.
Les consommations d’équilibre sont obtenus en évaluant les fonctions de demandes aux prix

d’équilibre :

bien 1 bien 2
2
agent A cft =3 (100+ 1502) = 100 ep = 1100 0E) 450
9
[ 2
agent B ¢f = 2 (200 + (300 x 2)) = of = j R0 = (R0 2008 — 300
total ¢y = £ (300 + (450 x 2)) = cr = i% — 450

On remarque que cet équilibre se traduit par une absence d’échanges. Les agents consomment les
quantités qu’ils possédent initialement. Ceci est la conséquence du fait qu’ils ont & la fois les mémes
préférences et que les dotations de I’agent B sont proportionnelles & celles de A : comme leurs Tms
sont homogenes de degré 0, cette proportionnalité implique que les agents ont les mémes dispositions
marginales en autarcie :

150 9 300
Tms?_,l Sm = 5 = 3@ = Tmsg_,l

Au point d’autarcie, les agents valorisent donc identiquement les biens et il n’existe donc aucun
échange mutuellement avantageux.

(4) Partant de cet équilibre, peut-on simultanément améliorer la situation des deux agents ?

A D’équilibre, les agents ont les mémes dispositions marginales a payer et donc ne peuvent réaliser
de nouveaux échanges mutuellement avantageux.

2.5 Exercice V. Equilibre général en économie d’échanges, 2

Pour la méthode voir ’exercice précédent.

Le Tms des agents :
Tmsly | = 22 = A, B
€



Les demandes des agents :
o2 WE 1
&= AR &A= Wt

ott W? est la richesse de chaque agent i.
W4 =150p, WE = 50p + 100

Apres avoir posé la condition d’équilibre sur le marché du bien 1, on trouve le prix d’équilibre p :

2 200p + 100

=200=p=1
3 p

Ce prix d’équilibre permet d’évaluer les consommations des deux agents & ’équilibre :

2150 x 1 1
Cf:§%:100,c§4=§150><1=50

. 250 x 14100 1

¢ = 2R =100, ¢ = £ (50 x 1+ 100) = 50

Chaque allocation Pareto-optimale épuise les échanges mutuellement avantageux, i.e. si ’on fixe
l'utilité de 'agent 2, il est impossible d’augmenter celle de ’agent 1. Par conséquent, pour un niveau
d’utilité de B, une allocation Pareto-optimale maximise 'utilité de ’agent A sous les contraintes de
ressources ; le programme de l'allocation Pareto-optimale donnant & I’agent B le niveau d’utilité U
est donc :

maxcfx AcBcB Ua

yCo ,CT 1Co

sous les contraintes :
P(U) : Up(cf,c5) > U
et 4¢P <200
e +cB <100

En faisant parcourir & U ’ensemble des valeurs possibles, on détermine I’ensemble des allocations
Pareto-optimales. Les conditions que ces solutions vérifient sont les conditions de ressources (les
quantités distribuées doivent étre inférieures ou égales aux quantités disponibles) et les conditions
marginales d’égalisation des Tms (épuisement des échanges mutuellement avantageux) :

Tms§ ., =Tms% |
et + eP =200
¢4 4 8 =100

Les conditions sur les ressources permettent d’exprimer les consommations de I’agent B en fonction
de celles de I'agent A et donc on obtient :

A B A A

c c c 100 — ¢
Tms?_,1 = Tmsd | = 2—2A = 2% = Q—QA = 22007124

G 1 a !

cg 100 — s
= G =
et 200 —cf

En réarrangeant cette derniére relation on obtient ¢4 en fonction de ¢ :

1
A A
Cy = —C

Ceci est I’équation de la courbe des contrats dans la boite d’Edgeworth.

10



2.6 Exercice V. Equilibre général en économie d’échanges comprenant
trois biens

Pour déterminer 1’équilibre général, on détermine successivement les demandes des agents puis
on confronte les demandes et les offres pour dégager les prix d’équilibre.

lére partie : les demandes
Pour déterminer les fonctions de demande, on calcule tout d’abord les Tms des troius agents.
11 existe trois biens, donc deux Tms doivent étre calculés (par rapport au numeéraire). Les Tms de

I'agent A sont les suivants :

o a -1 a a 3 a
Pt = P50 B @O0
anla 5 (ch)? (c§) (Me)™2 A

a _ 9 _
T'msy o= —5 =

Ceux de I'agent B sont :

b C
Tmsy_,, = o T 11T &
oM “'b 4 P 1

o) 11 b

T b o 3C2Ub _ 2cl27 _2M
MSp—2 = 3 = 1T1 T %
U, T c

oM b 1 M7 2

Enfin, on obtient ceux de 'agent c :

F) _r 1 o\ & ¢

Cc _ 801 Uc %(Ci') s (05)4 (M ° . M
TmSM—>1 ) U - 1 L _7 ©
ol L(eh)F (e)f (o) F e

1 3 1
Ty = P02 _ 2D (&) 1T we
anrle g (cf)® (c5)* (M<)~
On constate que les Tms des trois agents sont identiques : ceci traduit le fait que leurs préférences
sont identiques. Par conséquent, leurs fonctions de demande seront les mémes. Aussi, on va se
contenter de raisonner sur un des trois agents, I’agent A. Le programme de celui-ci est :

ol
Q
V)

W=

1
maXcee co Mo Uy = (cf)? (c§) (M*?)
sous les contraintes :
pict + pacs + M* =W*
¢f20,¢320

ou W* est la richesse de 'agent A :
W = pi1wf + paws + M*

En supposant que A consomme des quantités strictement positives de chaque bien, les fonctions de
demande, solutions de ce programme, sont les solutions du systéme suivant :

Tmsfy 1 =
TmS?\'/[*Q = P2
pict + pacs + M =W*
Les condions sur les Tms permettent d’exprimer les consommations optimales des biens 1 et 2 en
fonction de I'encaisse optimale de monnaie :
a Ma

=p1=c] =
cf P

Tmst]l\/f—ﬂ =D =

11



a a
:p2:>6322
5 D2

En remplagant ces expressions dans la contrainte budgétaire :

M M
p1< )+p2<2 )+MW“
D1 D2

on détermine la demande de monnaie de A :

TmsS;_o =p2 =2

1
M“+2M“+M“:W“¢M“:1W“

Les autres demandes sont obtenues en réutilisant les relations entre les choix optimaux (déduites
des conditions Tms = prix) :

. Me P
61': :>C1 == -
D1 4 p
M 1we
g5 =2 ===
D2 2 pa

Les demandes des autres agents ont la méme forme puisque les agents ont les mémes préférences
(et les mémes Tms). Par conséquent :

1Ww? 1 WP 1

b b b b

cg=-—,c0=—-—, M’ =-W

Vo4 g7 2 py 4
1we 1We 1

f=-—,c5=-—, M°=-W°

Y4 g0 2 py 4

Comme les valeurs numériques des dotations nous donnent les richesses suivantes :

We — 200p; + 50ps + 200
Wb = 400p; + 150p2
We = 100ps + 100
o 1200}?1 + 50p2 + 200 o 1200]91 + 50p2 + 200 Mo — 200p1 + 50ps + 200
L7y D1 T2 P2 , a 4
b 1400p; + 150p2 _ 1 400p; + 150p2 b 400p; + 150p2
=" = " M= ==
4 D1 2 D2 4
. 1100ps +100 . 1 100p2 + 100 . 100p2 + 100
= = M= T
4 D1 2 D2 4

Remarque 3 Une propriété utile de ces fonctions de demande est qu’elles sont proportionnelles a
la richesse des agents :
g we _ wb
¢ Wele§  We
g Wwe & wh
s Weles We
Me  we M WP
Me ~ We' Me We
Par conséquent, si, par exemple, l’agent i posséde 50% de la richesse de I’économie, il consommera
50% de la quantité totale de bien 1, 50% de la quantité totale de bien 2, et détiendra 50% des encaisses
monétaires de l’économie. Plus généralement, si l’on note W la richesse totale de l’économie (W =
We 4+ Wb+ Wwe), 2, la dotation globale en bien j, M la quantité totale de monnaie :

e W . we
T e = g = g

c1 = .Ql

12



I W . e
Cy = W .QQ, Cg W.QQ, Cy = WQQ
we wb __ we
M = M, M= — DM, M¢ = M
w W w

2éme partie : les prix d’équilibres.

Le fonctionnement des marchés est supposé conduire & I’équilibre des offres globales et des de-
mandes globales sur les différents marchés. L’offre globale de chaque est dans 1’économie d’échanges
considérée la dotation globale. Les demandes globales sont obtenues en sommant les demandes in-
dividuelles des différents biens :

c1 = §+cb ¢

1we 1Wb 1we
i dp ap
LWe + Wb 4+ Wwe
4 p
1 600p; + 300ps + 300
Z D1

co = cg—i—cg—i—cg

1we 1WwWb  1Wwe
5102 §1072 5102
LWe + WP+ Wwe

2 py

1 600p; + 300ps + 300
2 D2

M = M®%+ M®+ M°
1 1 1

- = a 7wb “We
4W Tty

= i[W“#—W”—FW“]

1
= 4 [600p1 + 300p> + 300]

La loi de Walras permet de se contenter de deux des trois conditions d’équilibre (par exemple celles
des biens 1 et 2) pour déterminer les prix d’équilibre (p; et pa) :

1 600p; +300p2+300
{ o =0 :>{ 1 600p1£300p2+500 _ 5

4 1
cy = Q2 %600p1+3:;()20p2+300 =300

En simplifiant les deux termes de gauche pour supprimer les fractions, on obtient :

600p; + 300ps + 300 = 2400p;
600p; -+ 300ps + 300 = 600p,

Comme les termes de gauche sont identiques, on a donc que les deux termes de droite sont égaux :
2400p; = 600py = p2 = 4p
En substituant cette expression dans la premiére ligne on obtient :

600p; + 300 (4p1) + 300 = 2400p;
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ou encore :

1
2p1 +4p1 +1=8p; :>P1:§:>P2:2

Lorsque l'on a déterminé les deux prix (= prix relatifs) d’équilibre, on détermine les consomma-
tions des trois & ’équilibre. En général, on utilise les demandes des trois agents que 1'on évalue pour
les prix d’équilibre trouvés. Par exemple pour A, on calcule alors :

1
W =200 <2) +50(2) + 200 = 400

et donc les consommations & 1’équilibre sont :

1we
¢ = = =200
“a 4 p
1we
a = — = ]_
cy 2 o 00
1
Me = ZWG =100

Lorsque les demandes sont identiques et linéaires, on peut utiliser (cf Remarque 1 plus haut) le fait
que les demandes sont proportionnelles & la richesse. Par conséquent, pour obtenir les consommations
d’équilibre, on calcule la part de 'agent dans la richesse de ’économie :

We = 200p; + 50ps + 200
WP = 400p; + 150p,
We = 100ps + 100
We =400, W = 500, W° = 300
we 1
Wae4+Wb+We 4
wb 5
We+Wb+We 12
we 1
Wae4+Wb+We 3

Les consommations sont obtenus en appliquant directement ces parts aux dotations globales. Aussi,
par exemple, comme A détient le 1/3 de la richesse, il consommera le 1/3 de la dotation du bien 1,
1/3 de celle du bien 2, et détient le 1/3 des encaisses monétaires. Par conséquent, les consommations
a I’équilibre seront :

bien 1 | bien 2 | monnaie
agent A | 200 100 100
agent B | 250 125 125
agent C' | 150 75 75

2.7 Exercice VI : Equilibre général avec production

On considére une économie de production comportant deux biens de consommation 1 et 2 produit
a I'aide du travail par deux entreprises dont les techniques de production sont :

Q1= L1, Qa = /2Ly

Le travail est offert par deux ménages A et B dont les fonctions d’utilité différentes sont :



Chaque ménage dispose de 100 unités de travail et posséde la moitié des profits. On prend comme
numéraire le prix du travail et on note p; et ps les prix des deux biens. Déterminez les prix d’équilibre.

Pour déterminer ’équilibre on détermine successivement les demandes des ménages, les offres et
les demandes des deux entreprises, puis on détermine les prix d’équilibre.

I. Les demandes des ménages :

On peut tout d’abord facilement vérifié que les deux agents ont les mémes préférences puisque
si 'on transforme la fonction d’utilité de A par la fonction croissante %ln on obtient la fonction
d’utilité V4 qui représente toujours les préférences de l'agent, avec :

1 1 AVE [ AVE 1/2 Ay, 1 A
Vv, = 41n<UA>41n((c1)3<cQ)3)4<31n<61>+31“(c2>
1 1
= éln(c‘f‘)Jrﬁln(Cf)

Comme chaque agent offre inélastiquement 100 unités de travail, dont le salaire est supposé égal a
1, et regoit la moitié des profits des deux entreprises (profits que l'on note II; et IIy) alors leurs
contraintes budgétaires s’écrivent :

. , 1 1
plcll +p20’2 <100 + 51_[1 + §H2, i = A,B

ou i est soit l'indice de 'agent A, soit 'indice de I'agent B. En supposant que les demandes sont
intérieures, alors les conditions qu’elles vérifient sont :

Tmsh =1
, ) P2
p1ci + pacy = 100 + %Hl + %Hz

Or, le Tms est :

iU 7

i _ Bt 5%

Tmsy_, = o 207

Ocy 2 1
et donc on a : ) )
; 1 c 1 ; 1€5
Tmsé_,lzp—:>2—?:p—:>c12:p—l
D2 ¢ P2 2po

La réinjection de la derniére relation dans la contrainte budgétaire donne la demande du bien 1 pour
I’agent ¢ considéré : 4
. P1 cll 1 1
1 — =100+ =IT; + =11
1011"‘1922p2 o+l

et donc apres simplifictations, réarrangements, on obtient :

;2100 + 311, + 3105
L=z
3 D1

Cette demande combinée & la relation entre ¢} et ¢i donne a son tour la demande de bien 2 de I’agent
1 considéré :

1100 + 311y + 311,

3 b2

Les demandes et les offres des entreprises.
Comme les fonctions de production sont

Q1= \/Z, Q2= V2L,

et que le salaire est normalisé a 1, les profits des deux entreprises peuvent étre écrit de la maniéree
suivante :

T __
Cy =

entreprise 1 : 1l = p1v/ L1 — Ly
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entreprise 2 : Ily = poy/2Ls — Lo

La maximisation du profit revient ici & rechercher les quantités Li et Lo annulant les dérivées des
profits :

0 1
— I =pp—=-1
oL, '~ Pt
0 1
— Iy =pp— -1
oL, = L,
On obtient donc :
G, 1 p1 P12
L m=0= ~1=0=2 VL= (8) =1
oL PV 2 AN !
0 1 D2 (p2)?
—Ihb=0=2p—-1=0=>—==+Ls= =L
oL, 2 P2 2L, \/§ 2 D) 2
Les offres concurrentielles sont obtenues en plongeant ces demandes de travail dans la fonction de
production :
_ /(P )2 _Pn
Q= ( 2 2
2
Q2= 2(p;) =p2

Les profits des entreprises en fonction des prix sont donc :

2 2
entreprise 1 : 11 :plp—1 — (p1> _h

2 2 4
2 2
entreprise 2 : ly = pa(pa) — (p;) = %

On peut alors exprimer les demandes des ménages uniquement en fonction des prix en substituant
dans les demandes aux profits IT; et I, leurs expressions :

: 1 ipf | 113
; P1 3 n
_ 2104848
3 n
2 2
¢ 1100+ 510 + 51, 1100+ 35 + 5%
; P2 3 2]
TR S
3 P2

Equilibre général.

Il existe trois marchés : les deux marchés de biens et le marché du travail. Par la loi de Walras
pour déterminer I’équilibre, il suffit de poser les conditions d’équilibre sur deux marchés, par exemple
les deux marchés de biens :

2 2
B _ 4l00+51+22

A — Dp1 _
&ty =3 =5 =
2 9
Py, P2
A B __ 2 100+—-+ o o
Gt =5 =p=0Q
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En réarrangeant ces équations, on obtient :

800 + p? + 2p3 = 3p? D
2 2 =
(200+ 5 + %) = 3p3

400
po = /250 = 11.547
= 2 3
p1 = /400 + (432) = 23.094

: 1 : Connaissant les prix, on détermine alors les quantités réelles :

23.094 23.094 2 23.094)*
1= =11.547, L, = ( ) =133.33, II; = (% =133.33
(11.547)* (11.547)*
Qs =11.547 =11.547, Lo =~ —66.667, Il = ~————2 = 66.667
et naturellement on trouve :
(23.094)> (11.547)2
i:AB:ai:ZIOOJr E— :5.7735:@
’ 3 23.094 2
(23.094)% | (11.547)2
izAB:cézllO(H_ R :5.7735=@
’ 3 11.547 2

2.8 Exercice VII : Equilibre général et optimalité de Pareto dans une
économie de production

Le travail étant pris comme numéraire, les profits des entreprises s’écrivent :

w1 =p1(0.50) = l1, ma =pa/la — lo

Les cpo de maximisation de ces profits nous donnent :

2 2

p1=2, = (%) jQQZ%, 71'22%2
La technique de 'entreprise 1 étant a rendements constants, offre de bien (et la demande de travail)
est parfaitement élastique a p; = 2. Si le prix d’équilibre est 2, le profit de 1 est nul.

La fonction d’utilité de A, U4, est égale & 31n (UB) et est donc la tranformation de la fonction
d’utilité de B par une fonction croissante. Les fonctions d’utilité représentent donc les mémes pré-
férences : les Tms et les fonctions de demandes de ces agents sont les mémes. Le profit de 1 étant
nul pour tout équilibre concurrentiel, les revenus des agents, somme du revenu salarial et des profits
recus, sont respectivement :

2 2
_ T _ P _ 2 _ 2]
R4 =50+ 3 —50+12, RB—50+37TQ—50+ 5

La demande de chaque agent i est la solution du programme et des cpo :

max.: . 21n (cll) +In (cé) i 2%
s.c: = Tmsy 4 =—==—
picy + pacy = R; “a P

= pi1c] = 2pacy

. 2R

1R;
apres substitution ds la cont. budgétaire = ¢ = 35 2 3 :
P

_3E

¢
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Les demandes sont donc :

n2 2 5 )
G 2WHE e 20 4 104G e 104

) ) )

c c
3 m '3 p 273 p 23 p

Par loi de Walras, les équations d’équilibre des marchés 1 et 2 suffisent pour déterminer les prix
d’équilibre p; et ps :

2
Ay p _L100+F _p

cy +cy = == =g =p=4V5 ¢ =2V5 b =20=m,
3 D2 2
A g 2100+ %
=2 p=4V=q=c+cf 157:40, l1 =280
p1
Les demandes globales ne dépendent que du profit global :
2100 4 74 1100 + 7o
CQ=g————, C=5————
3 m 3 p

Toute redistribution des profits de A vers B, et inversement, ne modifie pas la demande globale. Par
conséquent, si p; = 2 et po = 41/5 équilibrent Poffre a la demande globales lorsque I’agent A recoit le
tiers du profit de lent. 2, ils les équilibrent également lorsque I'agent A regoit la totalité des profits.
Les prix demeurent inchangés - cette invariance des prix est la conséquence de I'existence d’un agent
représentatif dans ’économie (Tms des deux agents identiques et homogene de degré 0).

La frontiére de production est obtenu directement des contraintes de ressources portant sur le
travail :

l1 + 13 =100

q1 = 0.50; = 2q; +¢3 =100 = ¢ = /100 — 2¢;
g =k
d
= TTPy = —d—qz = 1/,/100 — 2¢1
q1

Le TTP est croissant de ¢; et donc la frontiére de production est concave : il faut renoncer a de plus
en plus de bien 2 pour chaque unité supplémentaire de bien 1 - ceci est la conséquence des rendements
d’échelle décroissants (et constant pour lent. 1). Le programme des allocations Pareto-optimales,
lorsque la frontiére de production est connue, est :

MaX A o4 5 B g 21n (cf) +In (c?)

s.c:
2 T
P(7): (cf)* (F)" =m
c‘14+c113=q1
c§4+CQB:qz

g2 = /100 — 2¢;

ol u est un parameétre. Ses conditions de premier ordre sont :

A B cs 1 s +cf a2 AR
TmSQ_d = Tm52_>1 = TTPQ_,l = 2714 = 27B = 2ﬁ =2== Tms2_,1
cl cq cy + g q1

ol Tms‘;f;l est le Tms de 'agent représentatif (AR). Les quantités globales sont données par I'éga-
lisation de ce Tms au TTP :

1
Tmss® = TTP | = 22 _ = o 2¢5 = @
@ q2

= 2(100 - 2q1) = q1 = q1 = 20, g2 = V60 = 2V/15

Les productions globales étant fixées, on peut déterminer la courbe des contrats en égalisant le Tms
de 'agent A au Tms de 'agent représentatif :

4 215 3 3
Tms‘QLL1 = QZ—QA = 27\2/0» =\/z = CC: 0‘24 = %c’f‘
1
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