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Ces Annales ne sont qu'une sélection des exercices et des questions qui ont été posées en controle continu,
en partiel ou a ’examen de septembre depuis 1998. Certains exercices ou questions ont été éliminées car ils sont
désormais hors programme. D’autres exercices ont été également éliminés en raison de leurs similarités avec des
exercices déja corrigés. N.B. : Certaines erreurs et coquilles peuvent encore étre présentes dans les
pages qui suivent.

1 Controle continu 1998

1.1 Intitulé
1.1.1 Cours

1. L’aversion (absolue) au risque de Arrow-Pratt (définition, logique économique) (2 points)

1.1.2 Exercice I
(6 points) On considére une économie a deux périodes (t = 0, 1), deux états du monde (s = 1,2), une action

dont le prix est v = 30 et dont les revenus sont d = [20, 40] et dont le taux d’intérét est de 25%.

1. On introduit un contrat d’option de vente dont le sous-jascent est ’action, dont le prix d’exercice est égal
a 30. Calculez le prix d’équilibre de cet actif. (3 points)

2. On introduit une autre action dont les revenus sont d’ = [60, 10] et dont le prix proposé est 15. Ce prix
peut-il étre un prix d’équilibre ? (1 point)

3. Si le prix proposé n’est pas un prix d’équilibre, construisez un portefeuille d’arbitrage (comprenant les
deux actions et lactif stir) vous permettant de dégager un profit d’arbitrage immédiat. (2 points)

1.1.3 Exercice 11

(8 points) On considére une économie & deux périodes (t = 0, 1), trois états du monde (s = 1,2,3) dont les
probabilités sont %, %, i, un unique bien contingent & chaque date-événement, trois actifs financiers a=1,2,3
(deux actions + 1 actif certain) dont la matrice des revenus sont :

d:
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I’économie comprend également deux agents A et B possédant les dotations suivantes :

0 1 2 3
A0 50 100 70
B 100 100 O 80

Les préférences de ’agent A sont représentées par la fonction d’utilité suivante :
A\ (AT (AVZ (A\E
Ua=(cy) ()" (e2)* (e5)"
Celles de 'agent B suivent I'axiomatique de 'utilité espérée. La fonction d’utilité élémentaire est :
up =In(c(0)) +1n(c(1))

1. Si les agents peuvent acheter et vendre les trois actifs sur des marchés financiers parfaits (en CPP),
déterminez les contraintes budgétaires du ménage A aux quatres dates-événements. (1 point)
2. Ce systéme de marchés financiers est-il complet ? (1 point)

3. Pourquoi existe-t-il un agent représentatif dont la fonction d’utilité est :

(c1) (c3)
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U = (co) (c2)

(2 points)
4. En exploitant le résultat de la derniére question, déterminez les prix d’équilibre des trois actifs. (2 points)

5. Quel est le taux d’actualisation de I’économie ? (1 point)



1.2 Eléments de correction

(I) On considére une économie a deux périodes (¢t = 0,1), deux états du monde (s = 1,2), une action dont
le prix est v = 30 et dont les revenus sont d = [20,40] et dont le taux d’intérét est de 25%.
Le sous-jascent de l'option de vente étant I’action et son prix d’exercice étant de 30, ses revenus sont :

o= [0 ][]

Pour évaluer cette option de vente, on dispose des "prix” de deux actifs : I’action et le taux d’intérét. Comme
il existe seulement deux états du monde, que les (vecteurs de) revenus des deux actifs ne sont pas colinéaires,
il existe un seul couple de “prix des états” 8 (1) et 8(2) donné par les équations de valorisation suivante :

{ 30 = 2043 (1) + 403 (2)
1=3(B1)+5(2)

ou 5/4 est le rendement brut (1 4+ taux d’intérét). L’unique solution de ce systéme est : 5 (1) = 1/10, 5(2) =
7/10. Tout autre actif (et donc Poption de vente) peut étre évalué a l'aide de ce systéme de prix. La valeur de

I’option de vente est donc :

1 7
1—0><10—|—E><0—1

Tant que le prix de marché est différent de cette valeur, il est possible de réaliser des profits d’arbitrage. Ceux-ci
étant incompatibles avec 1’équilibre, nécessairement & celui-ci le prix de 'option de vente sera égal & 1.

La seconde action a pour vecteur de revenus d’ = [60, 10] et le prix proposé est 15. Pour déterminer si ce
prix peut-étre un prix d’équilibre, on détermine la valeur de cette seconde action a ’aide des prix des états :

1 7
— x60+— x10=13
10 + 10
La valeur étant inférieure au prix, il existe des opportunités d’arbitrage : le prix ne peut étre un prix d’équilibre.
5 2 1
(IT) 2eme question - Le marché est complet car les vecteurs colonnes de la matriced = | 5 2 5 | sont
1 2 5

linéairement indépendants. Ceci se montre notamment en calculant le déterminant de cette matrice :
5 2 1
det | 5 2 5 | =—32# 0= non colinéarité
1 25

3éme question - L’utilité de ’agent B est :

ngln(c(]f)+iln(c?)+%ln(c§)+iln(c?)

Le calcul des Tms des deux agents montre que leurs formes fonctionnelles sont identiques :

4 ¢
Tmsg_, = ——,

4c}
Les fonctions Tms sont identiques et homogénes de degré 0. Par conséquent, si I’équilibre améne 1’égalisation
des Tms, il existera un agent représentatif dont les préférences définissent les Tms suivants :

AR L gt AR 1 gt AR Lt
Tmsoﬁl = 40147]%, TmSOHQ = 2612471%, Tmsoﬂg = Zc?fR

donne bien ces Tms.
Remarque : En fait, on vérifie que les trois fonctions d’utilité caractérisent les mémes préférences car elles
sont des transformations croissantes des deux autres :

Uar = VUi = /exp (Up)



4éme question : Les marchés de cette économie d’échange étant complets, les prix sont déterminés par les valeurs
des Tms de ’agent représentatif. Or ceux-ci sont :

TmsAR. 1 lwg+wf 104100 1
0= 7 4R T 4o WP 4504100 6
TmsAR. — 1 1wy +wg 104100 1
0=1 7 2edR T 20 WP 210040 2
TmsAR.  — 1 lwg+wf 104100 1
0=3 4cff T 4w +wlP 470+80 6
La valeur de ces Tms détemine les prix des actifs ainsi que le taux d’intérét :
a = 5.Tm564f1 + 5.Tm564f2 + l.Tmsglf;g
= 55X 1 + 9 X 1 +1x 1
B 6 2 6
= 35
@2 = 2X Tmsglfl +2x Tmsg‘f2 +2x Tmsg‘f‘?)
1 1 1
= 29X 42X -42x =
T e
= 1.666
qg3 = 1X Tmséfl + 5 % Tmsg‘f2 + 5 X T’msglff3

1 1 1
= IX-+b5x=45x=

><6+ ><2+ ><6
= 35

5éme question - Comme Dactif 2 donne un revenu de 2 unités de numéraire dans chaque états du monde
pour un prix égal a gz, le colit pour obtenir un revenu de 1 dans chaque état du monde est naturellement g /2.
Ce cott a P’équilibre des marchés doit étre égal & 1/1 + r. Le taux d’intérét de ’économie est déterminé par la
relation d’arbitrage :

1 _®
1+7r 2
et donc :

2

r = ——1
q2
6

r = 3—127_20%

2 Contréle continu, décembre 1999

2.1 Intitulé
2.1.1 Exercice

(14 points) [L’intitulé a été modifié pour supprimer les références aux marchés de zéro-coupons en équilibre
général - désormais hors programme]

On considére une économie comprenant trois périodes ¢t = 0, 1, 2, peuplée de deux agents ¢ = r,v : Robinson
et Vendredi). Leurs préférences sont identiques et résumées par la fonction U :

U=1In(ch) +0.8In(c}) +0.641n (c})

Chaque agent posséde un arbre qui lui donne a chaque période une certaines quantités de fruits, sa dotation.
Les fruits sont des biens périssables et non stockables. Robinson (r) récolte successivement wj fruits a la période
0, wi a la période 1, wj a la période 2. Vendredi (Pagent v) recoit lui successivement w(j, wY, wy. Pour réaliser
des échanges mutuellement avantageux et réaliser une allocation optimale de leurs récoltes de fruits, nos deux
ingénieux héros se lancent dans I'innovation financiére en construisant un systéme financier. Aussi, a la période
0, le bien de la période 0 est pris comme numéraire et un marché des fonds prétables est mis en place permettant
de préter ou d’emprunter pour une période au taux rq. A la période 1, de méme, un nouveau marché des fonds
prétables est mis en place permettant pour une période de préter ou d’emprunter au taux ro. On notera S§ et
S? les sommes placées (ou empruntées si S; < 0) par 'agent i aux périodes 0 et 1.



1. Les récoltes (=dotations) des agents sont les suivantes :

wy = 750, wi =500, wsy = 250
wg = 250, wy =500, wy = 750
(a) Déterminez pour chaque agent, les différentes contraintes budgétaires. Quelles sont les contraintes
budgétaires intertemporelles des agents ? (2 points)

(b) Calculez les valeurs a I'équilibre de r; et r2. (2 points)

—
o

) Déduisez-en rapidement les consommations a ’équilibre de chaque agent. Commentez. (2 points)

o)
£

Si les agents disposaient d’une technologie de production donnant pour chaque unité de bien de
la période 0 investie 1.2 unités de biens de la période 1, utiliseraient-ils cette technologie? Méme
question pour une technique transformant chaque unité de bien de la période 0 en 1.4 unités de la
période 2. (2 points)

(e) Evaluez par arbitrage ’arbre de Robinson, celui de Vendredi. (2 points)

2. Malheureusement, avant que 1’équilibre précédent puisse commencer a se réaliser, en 0, un cyclone tropical
dévaste I'ile de Robinson et Vendredi; les arbres de nos deux personnages trépassent dans ’affaire. Heu-
reusement, nos deux héros arrivent a sauver leur récolte initiale : wg = 750 et wg = 250. Nécessité faisant
loi, pour survivre, ils abandonnent donc ’économie de la cueillette pour I’économie industrielle. Puisant
dans leurs imaginations, nos deux héros inventent deux technologies produisant des biens futurs. Ainsi,
Vendredi (v) découvre comment produire du bien de demain (période 1) en utilisant du bien d’aujourd’hui
(période 0) ; il fonde V'entreprise “Vendredi € Co” dont il est 'unique actionnaire et dont la technique est
résumée par la fonction de production suivante :

qv:\/a

Robinson, lui, découvre le moyen de produire du bien de la période 2 a I'aide du bien d’aujourd’hui
(période 0). Aussi fonde-t-il aussi une entreprise “Robinson & Co” dont il est 'unique actionnaire et dont

la fonction de production est :
5
r — 71{7‘
"=\

(a) Donnez les fonctions de profit II,. et IT, des deux entreprises, les nouvelles contraintes budgétaires
intertemporelles des deux agents (1 point)

(b) Définissez les conditions de I’équilibre général de cette économie. (1 point)
(c) Calculez l'équilibre général (3 points).
(d) Evaluez chaque entreprise. (1 point)

2.2 Eléments de correction

Considérons d’abord 1’économie d’échanges.

Les contraintes budgétaires séquentielles de chaque agent ¢ sont données par les différentes contraintes
emplois ressources. A la période 0, la seule ressource de chaque agent est sa dotation wf qu’il utilise pour sa
consommation (c}) ou pour épargner (S?). Aussi, sa contrainte budgétaire de la période 0 s’écrit :

¢y + S5 = wy

A la seconde période (¢ = 1), chaque i percoit sa dotation exogéne w} et le revenu de son épargne (1+171)S§ et
les utilisent pour financer sa consommation ¢j ainsi que son épargne S}, d’om la contrainte budgétaire :

¢+ S =wi 4+ (1+7)Sh

A la période 2, celle-ci étant sa derniére période, 'agent utilise la totalité de ses revenus a consommer, et donc
sa contrainte budgétaire s’écrit : . ' 4
= wh+ (1 +72)S]

En utilisant les contraintes budgétaires a rebours, on peut donc déterminer I’épargne en fonction des consom-
mations et des taux d’intérét :

i 0
t:2;S{_Cf+:J22



i i i i
€1 —wW Cy — Wy

1+r;  (1+4+7)Q+7m)

En substituant dans la contrainte budgétaire de la premiére période t = 0 a Sy son expression, on obtient la
contrainte budgétaire intertemporelle décrivant les consommations financiérement possibles pour 'agent 7 :

R S gi ]
t=1:8=-21_"1 L gl =
0 1—|—7‘1+1+T1 0

. . . . ci—wi Ci—oﬂ' .
1 St — i = ¢t 1 1 2 2 0
KR A R e ey R Bl

ou encore apres regroupement des consommations a gauche de 1’égalité, des dotations & droite :

i i
Wi Wa

+ +
1+T1 (1+7’1)(1+7’2)

4 CZi n Cé —
ER (T4+7)(1+7r) 0

Chaque agent en 0 sélectionne le plan de consommation (cé,ci,cé) et le plan d’épargne (Sé,Sf) qui est le
meilleur pour lui sous différentes contraintes. Son programme est donc :

Max (g ot o) (sp.50) 0 (h) + 0.8 (c]) +0.64In (c3)
S.C. :

06 + Sé = wé 4

A+ S =wi+(1+7r)Sh

ch =wh + (1+19)St

lequel est équivalent & résoudre :

MaX( (s ci i) In (06) +0.81n (c’l) +0.641n (012)
s.C.:

) o
CB + 1+17'1 + (1+T1)?1+7'2) =wo+ 1+r; + (1+7'1)€1+7‘2)

les montants d’épargne S§ et S} étant déterminés par les consommations solutions de ce programme d’aprés les
équations :

G_d-ui _ d-uf
7 14 (L4ry)(1+72)
: ci—oﬂ
Sz: 2 2
! 1+

Les consommations optimales (pour i) sont les solutions du systéme suivant :

_1
1 n
+r1 1

(1+7r1) (}+T2)

) _
TmsQ_,l =

7 J—
Tmsoﬁz = ‘ ‘
i & i v}
ot irn taroars =% T i T ar s

L’expression des Tms est :
i

4 ¢ 4 c;
Tmsy_, =0.8 (?) ., Tmsh 5 = (0.8)° (?)
‘1 Cy
Les préférences sont identiques, les Tms sont homogeénes de degré 0 par rapport aux consommations, le systéme
complet de marchés de fonds prétables assure que chaque agent égalise ses Tms aux prix des actifs, et donc a
I’équilibre les Tms sont égalisés :
Tmsl(,)-al = Tmsgﬂl

Tmsy_, = Tmsgy_,
Il existe donc un agent représentatif dont la fonction d’utilité est la méme que celles des agents :
In (¢p) + 0.81n (¢1) + 0.641n (cg)
dont la consommation & I’équilibre est la consommation globale des agents :
co=cp+cg

c1=c]+cf
cy =ch+ch



dont le Tms est égal aux prix d’équilibre :

Co 1
Tmsg—1 =08 — | =
0=1 (Cl> 1+7r
Co 1
Tmsgo =082 )= ——
2= 09 (2) =
Cette derniére relation peut se réécrire d’'une maniére plus simple. En effet, comme
1
TmSOA,Q = TmS()*,l X TmslHQ = X Tmslﬁz
147
elle peut étre remplacée par la condition :
C1 1
Tms1o =08 — | =
Ms1—2 (CQ) 1 -+ T2

Comme, dans notre économie d’échanges, & 1’équilibre, la consommation de I'agent représentatif est égal a la
dotation totale de ’économie, les prix d’équilibre sont donc :

1 Co wq + wg 750 + 250 4
= 08— )=08(———|=08(——-=]=08=-
147 ((:1) (w’{—l—wij 500 + 500 )
1 c1 500 + 500 4
= 08(—=)]=08———)]=08=-
147 <02> (250+750) 5
et donc les taux d’intérét sont :
5 1
= _- — 1 = —
" 4 4
5 1
= - — 1 = —
"2 4 4

Comme a I’équilibre chaque agent i égalise ses Tms & ces prix, on a nécessairement :

Tmsh ., =08 (%) =08 b g

| ) ={azd

Tmsi_, = (0.8)2 (&) = (0.8)° ch = ch
2

Autrement dit, les consommations lissent complétement leurs consommations & I’équilibre. Aussi, la valeur des
consommations est directement donnée par la contrainte budgétaire puisque l'on a :
S w

1+7r (1+T‘1)(1+7"2>

: Ci Ci
ct + 1 2

+ =ut
"+ () (A4r)

Les consommations sont donc :
i W wi . ‘ ,
Wot 1o T @Ee () _ wh + 08w +0.64w)

1 1
1+ﬂ+m 14+0.840.64

T Y B
Cp=C =C =

et donc numériquement :

750 + 0.8 (500) + 0.64 (250)

P ~ 536.89
“TaTe 1+08+0.64

2 . 64
G 50 + 0.8 (500) + 0.64(750) _ 0 |

14 0.8+ 0.64

Le lissage des consommations est la double conséquence de la préférence des agents pour la stabilisation de leurs
consommation et de la stationnarité de la dotation globale (& 500).

Si les agents disposaient de technologies de production, ils ne les utiliseraient que si aux prix initiaux
d’équilibre, elles dégageraient un profit positif. Or, le profit par unité produite est avec la premiére technique
négatif puisqu’égal &

1 64 1

(1.2) 1= —1=
1+ 55 25




De méme, le profit actualisé (par unité investie) avec la deuxiéme technique est négatif :

1 7 (4\? 13
14)— 1= (2) c1=—"2<0
D) T a ) 5(5) 125 ©

Dong, si les agents disposaient de ces techniques, ils ne les utiliseraient pas a I’équilibre.

Les deux arbres sont des biens durables engendrant des flux de revenus (numeéraires). Comme tout actif, tout
bien durable, sa valeur est donnée par la valeur actualisée des revenus qu’il donne. Aussi, ’arbre de Robinson
aura comme valeur V. :

1

1
‘/r _ wr+ wr+ w"
0 1+7”1 1 (1+7“1)(].+7’2) 2

750 + 0.8 (500) + (0.8)? 250 = 1310.0

Celui de Vendredi vaudra lui :
V v JF 1 v + 1 v
v = W w w
0 1+7r I (1+T1)(1+T2) 2

= 250 4+ 0.8 (500) + (0.8)* 750 = 1130.0

(2) Apres le passage de Pouragan, Vendredi dispose donc de la technique courte :

Qv:m

Robinson dispose de la technique longue :

5
r = 7kr
1 1

Le profits de l'entreprise “Vendredi & Co” s’écrit donc en fonction du capital investi :

1
IL, (kv;rl) = m\/ ky, — K,

Le systéme de marchés étant complet, chaque actionnaire (i.e. ici uniquement Vendredi) désire que le profit soit
maximisé. Ceci est réalisé lorsque ’entreprise sélectionne 'investissement annulant la dérivée du profit :

B 1 0.5 \2
I, (ky;r) = ———— —1=0=k, =
ok, (ki) 2(1 +7r1)Vky (r1) (1 +7’1)

Le profit maximum pour chaque 7; est donc :

s 1 05 \° 05 \° 1 1
L) =1\ 3 1 Ti1am)?
1 + 7 + 71 4(1+4m)

De méme, pour l'autre entreprise “Robinson & Co”, sa fonction de profit s’écrit en fonction du capital investi :

1 5
(1+r)(1+7) V4

Le systéme de marchés étant complet, chaque actionnaire (i.e. ici uniquement Robinson) désire que le profit soit
maximisé. Ceci est réalisé lorsque I'entreprise sélectionne l'investissement annulant la dérivée du profit :

9 o 1 N (V5 1 ’
%Hr(kﬁrl;TQ)_ (1+T1)(1+7"2) 4\/5_1—0:]@" (T17T2)_ <4(1+T1)(1+T2))

Le profit maximum pour chaque couple (r1,72) est donc :

HT' (k’r7 T1, T2) - kr - kr

SR S SN I £ S S N (N N
Y G RS Y RS | 7 NV G QS Y G sy 4 (1+7r)(1+r)

(G2 (i)

E 1
16 ((1+71)(1+72))°




Chaque ménage ¢ intégre dans sa contrainte budgétaire le profit de I'entreprise dont il est I'unique actionnaire
et donc sa contrainte budgétaire intertemporelle devient :
wi wh

‘ ‘ N
(14+rm) (A+r)1+m)

+
T+7 (1+7)1+7r9)

ch+ =uwh + +1I,

Ses demandes ¢, (11,72), ¢} (r1,72), ¢ (r1,72) (en fonction des taux 71 et r2) sont données par les solutions du

systéme :
i 1
Tmsy_,, = )
i 1
Tmsos = T T |
i i wh

%+ 5 T mEaEs = Yot ary T artes T

Les conditions d’équilibre sur les différents marchés sont donc :

ch (r1,m2) +¢§ (r1,7m2) + Ky (11) + Ky (r1,72) = Qo
i (ri,m2) + ¢ (r1,7m2) = \/ky (11)
b (r1,m2) + €8 (r1,m2) = 1/ 3k, (r1,72)

Comme ’équilibre est toujours optimal au sens de Pareto, il est toujours possible d’utiliser un agent représentatif
pour caractériser rapidement 1’équilibre. Avec l'agent représentatif, les conditions déterminant les valeurs a
I’équilibre de la consommation globale et de I'investissement sont les suivantes :

Tmﬁﬁlzos(%):Qdmﬁ:TM7¢ﬂ

Tm%HQ:(Q&Q(%)=u%v%;=1mmmﬂ2
co+ ky +kr =Q

C1 = k‘v
Co = 4/ %kﬁr
puisqu’a I'équilibre 'agent représentatif égalise ses Tms aux prix alors que les entreprises égalisent leurs TMT

(inverse de la productivité marginale) a ces mémes prix pour maximiser leurs profits. Par substitution, 1'éga-
lisation des Tms aux TMT donne simplement :

ﬂmmﬂZOBGh%%ﬁ):%M@:TMRH1

. 9 o
I'msy_o = (0.8) (Qo Ii{krkr) = —jg\/k:r =TMTy .o
En réarrangeant on obtient :

(0.8)% (Qo — ky — ky) = 2k,

et donc en faisant le rapport des deux conditions, on obtient immédiatement que :

{ 0.8 (Q0 — ky — ky) = 2k,

kr = 0.8k,

et donc les investissements & 1’équilibre sont

. (QO — ko — <§kv>) =2k, = %QO - ékzu(g) = 2k,

5 5 5
4 49 20 50 + 36 10
BQO = kU(Q + gg) = %Qo = kUT =k, = ﬁQO
Numériquement :
Qq = 1000
10000 8000 25000
ky 5 32.56, k, 13 86.05, co 5 58

10000
v =1/ —— ~15.25
=\ "3
5 8000
s =122 L 5.0
&=\ gy SHB

8



Lorsque les quantités d’équilibre sont déterminées, les taux d’intérét sont donnés notamment par les valeurs des
Tms de I'agent représentatif :

1 4 BP0 200 V43
= - = —v43=30.5=r = — —1=-0.96721
14r 5 /10000 43 " 200
43
/ 10000
1 4 43 4 N 5 1 1
pry —_ = — T = — — = —
147 5) /iow 5 ° 4 4
43

Par conséquent, la valeur des deux entreprises a ’équilibre est :

2 2
HU(3O.5)1< L ) :(30;15) ~ 232.56

4 \14+nr
5 1 2 5
M,(24.4) = — [ ——— ) == (24.4)*> ~ 186.05
(24.4) 16 ((1—}—7“1)(1—1-7“2)) 16( )

3 Partiel, février 2000

3.1 Intitulé
3.1.1 Cours (5 points)

Au choix, une des deux questions suivantes :
(a) Le théoreme de séparation des décisions de production et de consommation
(b) Aversion au risque et assurance

3.1.2 Exercice 2

(10 points) L’économie comprend deux périodes ¢ = 0,1, trois états futurs du monde s = 1,2,3 dont les
probabilités sont : 7 (1) = 1/4 = 7 (3), 7w (2) = 1/2. Elle est composée deux pays (= deux agents) : madame
Europe et monsieur US. Les préférences de ceux-ci sont identiques et représentées par la fonction :

3
Ui=1In(c)) + 0.8 m(s).In(c})
s=1

Les deux pays disposent de dotations non stockables a la période 0, w**(0) = 40 et w®*(0) = 60, les biens
futurs sont produits (sans aucun coiit) par deux entreprises - respectivement “Europe & Co” et “USA & Co”.
Les quantités délivrées sont selon les états de nature :

1 2 3
Europe & Co (yey (s)) 80 25 0
USA & Co (yus (s)) 0 75 120

Chaque entreprise livre & ses propri¢taires leurs productions (proportionnellement aux parts possédées). Initia-
lement, madame Europe posséde la totalité de entreprise “Europe & Co”, monsieur US la totalité de “USA &
Co”. Le bien de la premiére date sera toujours pris comme numéraire.

1. Déterminer les prix de I’équilibre a la Arrow-Debreu de cette économie. (2 points)

2. Calculer le taux d’intérét d’équilibre. (1 point)

Plutot que le précédent systéme & la Arrow-Debreu, les agents choisissent de mettre en place un sys-
téme financier comprenant un marché sur lequel on peut préter ou emprunter au taux d’intérét r, et un
marché boursier. Sur ce dernier, sont cotées les deux entreprises. On note 923, Oiu les parts détenus par
I’agent ¢, i.e. si 028 = 1/2 l'agent i possede la moitié¢ de l'entreprise USA & Co et regoit en conséquence la
moitié des quantités produites a la seconde période. On notera B’ I’endettement contracté par I’agent 4 &

la premiére période, g; la valeur boursiére de I’entreprise j - j = eu, us.
3. Calculer la valeur boursiére des deux entreprises et le taux d’intérét d’équilibre. (2points)

4. Déterminer le portefeuille financier que détient a I’équilibre chaque agent. (2 points)



5. Comment peut-on expliquer qu’a I’équilibre la consommation future de I’'Europe est d’autant plus élevée
que sa production est faible : (1 point)

(1) < e (2) < ™ (3)

Yeu (1) > Yeu (2) > Yeu (3)

6. Le marché du crédit est fermé, seule demeure le marché boursier. Mais, la globalisation financiére conduit
a la mise en place d’un unique fonds commun de placement (f). Celui-ci posséde un portefeuille dont
les participations sont diversifiées (égales) : 955 = 9{;” dont 'endettement est nul : Bf = 0. Il émet des
parts que peuvent acheter les agents privés, i.e. madame Europe et monsieur US. La part possédée par
chaque agent i dans f est notée 0. En utilisant vos résultats antérieurs, déterminer le(s) portefeuille(s)
d’équilibre de chaque agent ¢. L’équilibre peut-il étre une situation ou toutes les entreprises sont possédées
par le fonds, i.e. ou les agents privés se contentent de détenir des parts du fcp ? (2 points)

3.2 Eléments de correction de 1’exercice 2

(1) Si lon suppose qu’'un systéme de marchés a terme & la Arrow-Debreu est mis en place, chaque agent
utilise en 0 ce systéme de marchés pour modifier ses consommations. Les ressources de chaque agent ¢ sont soit sa
dotation initiale w? (0), soit les dividendes versés demain par I'entreprise dont il est I'unique propriétaire y; (s).
Sur les marchés a terme, en 0, chaque agent i peut acheter des contrats a terme sur chaque bien contingent. Si
'on note z¢ la quantité de contrats achetés portant sur le bien contingent de la date-événement s (s = 1,2, 3),
les contraintes budgétaires de seconde période s’écrivent :

ci(s):yi(s)qué, s=1,2,3

A la premiére période, celle d’ouverture des marchés, les agents dispose de leurs dotations initiales pour leurs
consommations et pour acheter les contrats :

En 0, sur les marchés, les agents choisissent les quantités de contrats au mieux de leurs intéréts compte tenu de
leurs contraintes budgétaires :

max( i) . In (06) + 8 Ei:l m(s).In (ci,)

¢ (0) + Y0, Bzl = wi (0)

(1) =y (1) + 21,

' (2) =y (2) + 23,

¢ (3) =yi (3) + 23,

¢ (0)>0,c¢(1)>0,c¢(2)>0,c(3) >0

ou au programme équivalent pour les consommations :

maxe ) . In (cé) + 5 Zi:l m(s).1In (c@)
s.c.:

¢ (0) + 30 Bech =w (0) + 30 Bowl
¢ (0)>0, ¢ (1) >0, ¢(2) >0, ¢ (3) >0

Via les contraintes budgétaires des dates-événements s = 1,2,3, les consommations solutions de ce dernier
programme définissent les quantités de contrats. Comme les contraintes de positivité peuvent étre ignorées (avec
la fonction d’utilité élémentaire In), les demandes sont déterminées par la contrainte budgétaire intertemporelle
et par les conditions marginales habituelles; elles sont donc les solutions du systéme suivant :
Tmsh_y = B (1) .53} = By
: i
Tmsg_,, = B (2) izggg =By
. 7 O
Tm%ﬂgiﬁW@XZ&gfﬂs 3 |
¢ (0) + 2oy Bs-ce = w' (0) 4+ 20y B
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Les demandes nettes de contrats, que les demandes de bien définissent, doivent évidemment vérifier les contraintes
de marchés : )
221 =0

D% =

iz =0
Compte tenu des contraintes budgétaires, le respect de ces contraintes de marchés est équivalent a celui des
contraintes suivantes :

2 (3) = ZyL()

Pour déterminer les prix d’équilibre, comme les Tms sont identiques et homogeénes de degré 1, que 1’équi-
libre est un optimum de Pareto, on peut directement utiliser I’agent représentatif. Par conséquent, comme les
consommations de celui-ci ¢A% :

AR = (AR (0), ¢4 (1), M (2), MR (3))

sont & I'équilibre les dotations de I’économie, on a néssairement :

yeu (0) + y’U.S (0)

B, = Tmsif =pr(1
: =1 = AT D) T g ()
_ 4160+40 1
T 5480+0 4
B, = Tmsit, = pr(2) 2L 2w
2 02 ()yeu(2)+yus (2)
. 4160+40 2
5225475 5
Yeu (0) + Yus (O)
By = TmsH = —_— Y
s 03 (>yeu (3) + yus (3)
_ 4160+40 1
T 5404120 6

Le taux d’intérét est évidemment déterminé par le cotit du portefeuille versant une unité de numéraire quel
que soit I’état du monde, i.e. B; + 85 + B5. Par conséquent :

1 2 1 15+24 +10 49
e e e
1 11
r= o 1= = 18333
By + B+ B3 60
Les demandes sont évidemment de la forme :
) 1
ch= 113 (i (0) + B1.ys (1) + Bo.yi (2) + B39 (3))
i B7s (i (0) + B1.yi (1) + Bo-yi (2) + B3-y: (3))
ST 148 B

Si 'on note les richesses des pays :
Wus = Yus (0) + ﬂl'yus (1) + 52-%5 (2) + 63'yus (3)
Wew = Yeu (0) + B1-Yeu (1) + B2-Yeu (2) + 63-yeu (3)

comme les fonctions de demandes sont identiques et linéaires par rapport a la richesse, les consommations
de chaque pays sont proportionnelles a sa part dans la richesse mondiale :

gt ocft a8t gt Wy
us - us  Lus | aus
g cf cy cy Was
Wew Was
= Vs=0,1,2,3:c0 = — U g U g

Weu + Wus > ° Weu —"_ WUS
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Le calcul des richesses nous donne :

1 2 1
Wys = 40+ Z'O + 5.75 + 6.120 =90
W, = 60+}.80+g.25+}.0:90
o 4 5 6
Par conséquent, les deux pays de fait se partage la production mondiale :
0o 1 2 3
¥ =cS" 50 40 50 60

(3) (4) (5) Plutot que le précédent systéme a la Arrow-Debreu, les agents choisissent de mettre en place un
véritable systéme financier comprenant un marché sur lequel on peut préter ou emprunter au taux d’intérét r,
et d’'un marché boursier. Sur ce dernier dernier, sont cotés les deux entreprises, c¢’est-a-dire sont vendues ou
achetées des parts sur les entreprises ouvrant droit aux bénéfices futurs. On note 0., 0, les parts détenus par
lagent 1, i.e. si 6;,, = 1/2 Pagent possede la moitié¢ de I'entreprise USA & Co et recoit en conséquence la moitié
des quantités produites a la seconde période. Les quantités produites & la premiére période sont livrées aux
propriétaires initiaux dont les parts sont notées 6%, et 8%

FEurope FEtats — Unis
Europe & Co 1 0
USA & Co 0 1

On notera B* 'endettement contracté par agent ¢ a la premiére période, g; la valeur boursiére de entreprise
J-J = eu,us.
Les contraintes budgétaires de chaque agent s’écrivent donc :
Cé + QUSHZS + QGueéu = 92; (Yus (0) + qus) + 02’1: (Yeu (0) + gew) + B’
Cli = aisyus (1) + eiu(yeu (1) —@Q+r) B’
s = 05 Yus (2) + 00y, (Yeu (2) — (L +7) B
C?’) = QZsyus (3) + eéu(yeu (3) - (1 + T) B*
Pour calculer les valeurs boursiéres des deux entreprises, on détermine d’abord la complétude des marchés.
Comme il existe trois actifs dont les vecteurs de revenus sont les suivants :

1 80 0
VB = 1 ) ‘/eu = 25 ) Vus = ()
1 0 120

et que ces trois vecteurs de revenus ne sont évidemment pas colinéaires, la combinaison linéaire de ces trois
actifs engendre donc tout 'espace des revenus futurs possibles. Les marchés sont donc complets et les prix
des actifs sont donc les valeurs des revenus futurs actualisés & 'aide des prix des états obtenus & I’équilibre
d’Arrow-Debreu (équivalence entre A-D et équilibre avec marchés complets). Aussi, a-t-on :

2 1

Geu = Zﬁyyeu (3) = % (80) + g (25) + 6 (0) =30

Gus =3 By trus (5) = i (0) + % (75) + é (120) = 50

11
60

Comme les marchés sont complets, les consommations des pays sont données par les consommations de I’équi-
libre d’Arrow-Debreu, et donc les portefeuilles de 1’équilibre sont ceux permettant d’obtenir ces consommations.
Numériquement, on a donc pour I’Europe :

gt = 90 + B — 3005 — 500" = 50
o5t = 8005, — &B = 40
5" = T504% + 2505, — TLB* = 50

c§" = 12005 — & B = 60

r

eeu:} euzévBeu:O

eu 2’ us

Lorsque I’économie est compléte, la consommation de chaque pays est dictée par la consommation globale
(= production globale). Aussi, la consommation de 'Europe n’est pas déterminée par sa production.
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4 Controle continu, décembre 2000

4.1 Intitulé
4.1.1 Cours (8 points)

Au choix deux des trois questions suivantes :

(1) A quelles conditions I’équilibre d’un mécanisme de chambre de compensation est-il parfaitement concur-
rentiel ? (4 points)

(2) Une productivité supérieure se traduit-elle nécessairement a ’équilibre par un investissement supérieur ?
(4 points)

(3) Loptimalité parétienne de I’équilibre est-elle possible sans la complétude des marchés financiers? (4
points)

4.1.2 Exercice 1 (4 points)

[L’intitulé a été modifié pour supprimer les références aux marchés de zéro-coupons en équilibre général -
désormais hors programme]

On considére une économie de production comportant deux périodes ¢t = 0,1 dont Robinson (r) et Vendredi
(v) sont les agents. A chaque période, il existe un unique bien qui peut étre consommé ou utilisé comme facteur
de production. A la période 0, le secteur productif peut transformer le bien de la période 0 en bien de la période
1 en utilisant la technique résumée par la fonction de production suivante : ¢, = 6 (ko)%, ou kg est la quantité
du bien de la période 0 utilisée comme facteur de production par le secteur productif, ou 6 > 0 est un parameétre
de productivité.

Vendredi et Robinson héritent initialement (& la période 0 donc) des dotations suivantes : w” = 75, w¥ = 25,
et sont propriétaires des entrepris4es. Les préférences des deux compéres sont identiques et résumées par la
fonction d’utilité : U; = (cé) (cﬁ)g7 i = v,r. Initialement, & la date 0, les individus et le secteur productif
peuvent préter ou emprunter sur un marché de fonds prétables au taux d’intérét r;. On notera S§ 1’épargne en
0 de ’agent i. Les marchés sont tous supposés étre en CPP.

(1) En exploitant I’existence d’un agent représentatif, donnez pour § = 5 le systéme déterminant les quantités
globales de 1’équilibre général (ko, ¢q1). Calculez ces valeurs, puis déterminez le taux d"intérét de 1’économie. (2
points)

(2) Donnez la valeur (boursiére) du secteur productif en 0. (1 point)

(3) En vous servant des relations obtenues pour la question 1, déterminer l'impact qualitatif d’une hausse
du parameétre de productivité 6 sur l'investissement. (1 point)

4.1.3 Exercice 2 (8 points)

On considére une économie comprenant trois périodes t = 0, 1,2, peuplée de deux agents Robinson (r) et
Vendredi (v). Les préférences de Robinson sont résumées par la fonction U, :

Ur =1n(cg) +0.81n(c}) +0.641n (c5)
celles de Vendredi par : U, = (cf) (cf)% (cg)% Chaque agent posséde un arbre qui lui donne & chaque période
une certaines quantités de fruits, sa dotation. Les fruits sont des biens périssables et non stockables. Robinson
(r) récolte successivement wj fruits a la période 0, wj a la période 1, w} a la période 2. Vendredi (I’agent v)
recoit lui successivement wg, wy, wj. Le bien de chaque période est pris comme numéraire de celle-ci. Pour
réaliser des échanges mutuellement avantageux et réaliser une allocation optimale de leurs récoltes de fruits, nos
deux ingénieux héros se lancent dans I'innovation financiére : ils décident de mettre en place en ¢ = 0 un marché
“monétaire” sur lequel il pourront préter ou emprunter pour une période du numéraire de la période 0 au taux
d’intérét 1. Ce marché “monétaire” sera réouvert a la période t = 1 : les agents pourront alors & nouveau préter
ou emprunter du numéraire pour une période au taux d’intérét ro. Le marché fonctionne & chaque période en
CPP et on notera S? et S& les montants prétés par Pagent i aux périodes ¢t = 0 et t = 1.

Les récoltes (= dotations) des agents sont les suivantes :

wh = 750, W = 400, w} = 800, wl = 250, w! = 800, wy = 640

(1) Déterminez pour chaque agent, les différentes contraintes budgétaires. Quelles sont les contraintes bud-
gétaires intertemporelles des agents ? (2 points)
(2) Apres avoir démontré V'existence d’un agent représentatif dont la fonction d’utilité est :

Uar =In (cg ) +0.81n (¢i'f) + 0.641n (c5'F)
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ol cg‘R, e e sont les consommations de I’agent représentatif aux différents périodes, calculez les valeurs &

Péquilibre des taux d’intérét courts 1 et ro. (2 points)

(3) Evaluer le taux d’intérét r d’une obligation classique émise en 0 et d’échéance 2, i.e. d’un titre qui, par
unité placée, rapporte r a chaque période (t = 1,2) augmenté a ’échéance du capital. (2 points)

(4) Vendredi envisage de vendre son arbre, i.e. le droit aux récoltes futures. Vaut-il mieux pour lui le vendre
immeédiatement & la période 0 ou attendre pour recevoir la forte récolte de la période 1 (wy = 800) et seulement
alors le vendre ? Justifiez votre réponse. (2 points)

4.2 Eléments de correction de ’exercice 1

(1) L’économie ne comportant qu'une période future, comprenant un marché de fonds prétables, la structure
des marchés est donc compléte. L’équilibre général sera donc optimal. Les deux agents ont les mémes préférences,
leurs Tms sont égaux :

7 _ 361 — U
Tmsoy = - U, " 54
dcg cé 1

et sont donc homogene de degré 0. Il existe donc un agent représentatif dans ’économie ; ses consommations
sont les consommations des agents. Or, I'investissement de I’entreprise est kg et donc a I’équilibre on a :

cogt+cg = wyt+wy—ko
100 — &4

et & la période 1 la quantité disponible dans ’économie est la quantité produite :

SN

c1 +ci = fi (ko) = 0 (ko)

A Téquilibre, I'agent représentatif sélectionne une consommation optimale pour lui dans se contrainte budgé-
taire : la condition marginale usuelle (Tms = prix relatif) prend donc ici la forme suivante :

L’entreprise a pour profit :

et la maximisation du profit donne la condition suivante :

1 , 1 1
ko) =1= =
T BV =1 T = )
Par conséquent, a 1’équilibre on a :
1
TmsAf =
0—1 f/ (kO)

Or:

il

' (ko) = 30 (ko)

et donc la condition s’écrit ici plus précisément :

.

5 0(ky)t 50

(;1)2 (100 — ko) = ko

4100 — ko (ko)

16 1600

ko= 5 0=—7 =390
1600\ 3

= qo = <41> = 93.765



Le taux d’intérét d’équilibre au Tms de I’agent représentatif :

1 ar 4100 —39.0

T+r o 0=17 5793765
et donc : 1
— - 1=.92141
"= 52045

(2) Le marché des fonds prétables permettant d’actualiser les revenus futurs, la valeur boursiére de entreprise
est donc la valeur actualisée de ses dépenses et de ses recettes :

1
T —k
1T+t M

= .52045 x 93.765 —39.0 =9.8

(3) Dans I’'équation égalisant le Tms a U'inverse de la production (= Tmt),

4100 — k1 (ky)®
5 9 (ky)? 30

on remarque que la variable de productivité 8 intervient des deux cotés avec la méme intensité : lorsque la valeur
de 6 double, la valeur du Tms diminue de moitié comme celle du Tmt. Par conséquent, le niveau d’investissement
assurant I’équilibre ne se modifie pas. Les chocs de productivité sont ici neutres pour l'investissement.

4.3 Eléments de correction de ’exercice 2

(1) En notant S%, Si les épargnes réalisées aux périodes 0, 1 pour obtenir des revenus supplémentaires aux
périodes 1, 2, les contraintes budgétaires des différentes périodes sont :

période 0 : ch+ S = wf

période 1 : ¢+ Sy =wi+(1+7r)S

période 2 : b =wh+ (14+13) So
En procédant a rebours, on peut exprimer les niveaux d’épargne en fonction des autres paramétres et substituer :
¢ — wh
1+7r

Sy =

¢l —wi + 5

1+ 7
- W S
1+T1 1+7’1
¢t —wh el — wh

14+r (1+7‘1)(1+7‘2)
et donc en substituant dans la contrainte budgétaire de la période 0 on obtient :
;- wi ch —wh i

cy + + =w
0 1+T1 (1+7"1)(1+T2) 0

et donc en réarrangeant cette expression :

i i
Wi W

c é
! 2 + +
T4+r  (T4+7)(1+7r)

b+ + =u
O+ () (A4r)

(2) En prenant le log de la fonction d’utilité de Vendredi :

U, = () ()7 (c3)

W=
5

5
on obtient :

4 16
InU, = In(e)+ gln (c]) + % In (c3)
In(¢g) +0.81n(cf) + 0.641n (c3)
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La fonction Ln étant une fonction croissante, la transformation de U, par le log donne une nouvelle fonction
qui représente toujours les préférences de Vendredi. Cette fonction est identique a celle de Robinson. Les Tms
communs des deux agents sont :

—=, Tms}_ o= ——

5¢t 0=27 95 i

et sont donc homogenes de degré 0. A ’équilibre chaque agent égalise son Tms au prix effectif des consommations
(dans la contrainte budgétaire intertertemporelle) et donc on aura :

1 1
—— =Tmsj_, Tmsy_o=——""——
1+r 0—1 =27 14 r) (1 +79)

; 4 ¢} ; 16 ¢}
Tmsy_,, = 9 7 “

Tms(_, = =Tmsg_o
et donc les Tms des agents sont égalisés. L’identité des fonctions d’utilité, I'homogénéité de degré 0 des Tms,
I’égalisation de ceux-ci assure I'existence d’un agent représentatif dont les préférences sont les mémes que celles
de Vendredi et de Robinson. Par conséquent, a 1’équilibre le Tms de ’agent représentatif est égalisé au prix
effectif des consommations :

an  Ac)E 1 ar  16cpE 1

— - T %% .+
S5cefft 1417 M30-2 = 59 At (T+r)(1+rg)

Comme nous sommes dans une économie d’échanges, les consommations de ’agent représentatif sont les quan-
tités de bien disponibles. Comme :

wh = 750, W} = 400, w} = 800, wl = 250, w! = 800, wy = 640

on a donc :
T sAR_g750+250_ 1
=17 5400+800 1+
16 750 + 250 1
Tmsi, — = =
"50=2 7 95800 + 640 (L +11) (1 + 72)
et donc :
1
o — =
1 ] B

(3) L’évaluation de 'obligation se fait par arbitrage. La connaissance des taux courts donnent immédiatement
le prix des zéro-coupons 3, et 5y :
1
1 + 7

1 4

I 4
_37 27 (1—|—’/‘1)(1—|—7‘2) _9

L’obligation classique rapporte r & la période 1, 1 + r a la période 2, et donc la valeur actualisée :
Bir+ By (1+7)

Pour obtenir ce revenu actualisé, on doit investir une unité et donc a 1’équilibre le coupon r doit donc étre tel
que le cofit (1) soit égal a la valeur actualisée :

B

1=pr+6,(1+7r)=r=0.>5

(4) Si Vendredi vend immédiatement Parbre Vendredi obtiendra un prix gg sur le marché. S’il vend plus tard
il aura la récolte de la période 1, wY, et le prix de la vente g;. La valeur actualisée de cette seconde stratégie

est : .
wy +q1

14+7rm
Mais les prix des actifs refletent leurs valeurs actualisées ; par conséquent :
Wy
1+79

q1 =

et donc la valeur actualisée de la seconde est en fait :

v
v Wo v v
wi + Ifrs _ Wi Wo

= +
1+m 14r  (1+4+r)(d+1r)

Or ce dernier terme est la valeur actualisée. A I’équilibre elle est égale au prix ¢;. Par conséquent, le timing des
stratégies n’a aucune importance : le prix ¢; est toujours égale a la valeur actualisée de la dotation w".
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5 Partiel de février 2001

5.1 Intitulé
5.1.1 Cours (7 points)

Au choix, deux des trois questions suivantes :

(1) Aversion a I’égard du risque et prime de risque (3.5 points)

(2) En équilibre général, le partage des risques économiques conduit-il a leurs disparitions ? (3.5 points)
(3) Complétude et évaluation des actifs financiers. (3.5 points)

5.1.2 Exercice 1 (5 points)

[L’intitulé a été modifié pour supprimer les références aux marchés de zéro-coupons en équilibre général -
désormais hors programme]

On considére une économie de production comportant trois périodes t = 0, 1,2 dont Robinson (r) et Vendredi
(v) sont les agents. A chaque période, il existe un unique bien qui peut étre consommé ou utilisé comme facteur
de production.

A la période 0, le secteur productif peut transformer le bien de la période 0 en bien de la période 1 en

utilisant la technique résumée par la fonction de production suivante : ¢; = 10 (kl)%, ol kp est la quantité du
bien de la période 0 utilisée comme facteur de production par le secteur productif. A cette méme période 0, le
secteur productif peut aussi transformer le bien de la période 0 en bien de la période 2 en utilisant la technique
résumée par la fonction de production suivante : go = 20 (kg)%, ou ko est la quantité du bien de la période
0 utilisée comme facteur de production par le secteur productif. Chaque agent posséde la moitié de chaque
entreprise.

Vendredi et Robinson héritent initialement (a la période 0 donc) des dotations suivantes : w” = 75, w? = 25.
Les préférences des deux comperes sont identiques et résumées par la fonction d’utilité :

Ui=In(c)) +arln(c}) + aoln(ch),i=v,r

avec : ;3 = 0.9, ag = 0.7.

Aux périodes 0 et 1 sont mis en place des marchés de fonds prétables sur lequel les agents pevent préter
ou emprunter aux taux d’intérét r; (pour la période 0) et ro (pour la période 1). L’épargne de la période 0 de
chaque agent i est notée S§, celle de la période 1 S%. Les marchés sont tous supposés étre en CPP.

(1) En exploitant I’existence d’un agent représentatif, écrire le systéme déterminant les quantités ky et ko
d’équilibre. Calculer ces valeurs. (2 points)

(2) Déterminer les taux d’intérét de I’économie, la valeur des entreprises. (2 points)

(3) En vous servant des relations obtenues a la question (1), déterminer 'impact qualitatif d’une hausse du
parametre ay sur les investissements, les taux d’actualisation. (1 point)

5.1.3 Exercice 2 (8 points)

L’économie comprend deux périodes t = 0, 1, trois états futurs du monde s = 1,2,3 dont les probabilités
sont : 7w (1) =1/3, 7 (2) = 1/3, w (3) = 1/3. Elle comprend deux agents : Robinson et Vendredi. Les préférences
de ceux-ci sont identiques et représentées par la fonction :

3
Ui=1In(c)) +0.9> m(s).In(c})
s=1

Les deux agents disposent de dotations non stockables a la période 0, w"(0) = 50 et w¥(0) = 150. A la période
1, les biens futurs sont produits (sans aucun cotit) par deux entreprises - respectivement“Vendredi & Co” et
“Robinson & Co”. Les quantités délivrées sont selon les états de nature :

1 2 3
Vendredi & Co (y,(s)) 0 50 100
Robinson & Co (y,-(s)) 300 150 50

Chaque entreprise livre & ses propriétaires leurs productions (proportionnellement aux parts possédées). Initia-
lement, Vendredi posséde la totalité de I'entreprise “Vendredi & Co”, Robinson la totalité de “Robinson & Co”.
Le bien de la premiére date sera toujours pris comme numéraire.

Un systéme financier est mis en place, comprenant un marché sur lequel on peut préter ou emprunter au taux
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d’intérét 7, et un marché boursier. Sur ce dernier, sont cotées les deux entreprises. On note 0};, ij les parts
(finales) détenues par l'agent i, B* le placement réalisé (en actif certain) par I’agent ¢ a la premiére période, g;
la valeur boursiére de I’entreprise j, avec j = r, v.

1. Montrer que le systéme financier est complet. (1 point)
2. Calculer la valeur boursiére des deux entreprises, le taux d’intérét d’équilibre. (2 points)

3. En utilisant la correspondance entre I’équilibre a la Arrow-Debreu et 1’équilibre financier, déterminer les
consommations d’équilibre des agents, puis leur portefeuille financier. (2 points)

4. L’entreprise r, en fait, décide de pratiquer une politique financiére active et de faire jouer le levier d’endet-
tement. En 0, elle s’endette donc pour un montant de 9. Ce montant est utilisé pour verser des dividendes
en 0 & 'actionnaire initial, Robinson. Comment se modifient les prix d’équilibre g, g, 7 Pourquoi le taux
d’intérét demeure-t-il constant ? (1.5 points)

5. Démontrer qu’a 1’équilibre les consommations de Robinson et Vendredi ne sont pas affectées, que les
portefeuilles des agents ne font que s’ajuster pour conserver inchangées ces consommations. (1.5 points)

5.2 Eléments de correction de ’exercice 1

(1) 11 existe deux périodes et les agents peuvent utiliser deux marchés de fonds prétables. Les marchés sont
complets et donc a ’équilibre concurrentiel les agents égalisent leurs Tms au facteur d’actualisation :

; 1
i _ P
TmSOHl—m, 1=7T,v
Tmsy_g = i=ruv

(1 —|—7"1) (1 —|—7"2)7

Ceci assure 1’égalisation des Tms entre eux :

1 4
’! m T T v =
01 0—1s ﬂZ (1 + 7“1) (1 + 7“2) 9

I’équilibre est donc Pareto-optimal.
Comme les agents ont des préférences identiques, que les Tms sont homogeénes de degré 0 puisqu’il sont :
_ i i
Tmsy_, = al—?, Tmsg_,g = ao—
1 2
que I’équilibre est Pareto optimal, il existe donc un agent représentatif dont la fonction d’utilité est la méme
que celles des agents.
Pour déterminer les niveaux d’investissement, il suffit donc d’exploiter 'existence de ’agent représentatif et
Poptimalité de 1’équilibre. A I’équilibre, pour chaque échance (t = 1 et ¢t = 2)le Tms de 'agent représentatif est
en effet égal au TMT des entreprises (= inverse de la productivité marginale du capital) :

AR k1*71

C
Tmsit, ;:alé—Rz 01171 :TMTy_s (1)

AR c6 kéfﬁ
Tms o =0y = : TMTO_>2 (2)
02 et Oy,
La dotation initiale (£2g) se partage entre les investissements (k1 et k2) et la consommation de ’agent représen-
tatif :

CbAR+k1+k2:QO (3)

et les consommations futures sont les quantités produites :
A =q=01(k)", 3 =q=0,(ks)" (4)
Aussi, a I’équilibre le systéme suivant est vérifié :

Qo—ki—ks _ k;_’“

aq

91]{2?1 91'\/1
o o=ki—ks _ ky 2
2 92]6;2 92’)’2
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En faisant le rapport des deux équations, on obtient la relation reliant les niveaux d’investissement :

ke K

Vo2 Y101

ou encore numériquement :
ko k1 7

— ky = ~k
5x07 5x09 2T g

Comme Q¢ — k1 — kg = c{j‘R, la premiére équation du systéme nous donne également 064R en fonction de k; :
COAR kl_’Yl N 1
_M R _
Mok T oy 0T
1K 171 @171

En exprimant une variable en fonction de I’autre, aprés substitution, on obtient les niveaux d’investissement :

064R+]€1+k2:QO

01k o
kQZziZik = 11+k1+v2 2k = Qo
AR _ 01k a1 101
0 Q177
et donc : Y
ky 1—190

1400+ o

En utilisant les relations donnant ks et c()“R en fonction de k; on obtient :

Vo2
ko = Q
? 1+ vya1 + 7502 0
1
C64R _

1+ Y101 + Y2

ou encore numériquement :

Y1 = .5,’)/2 = .5,051 = 0.9,0[2 = 0.7,01 = 10,02 = QO,QQ =100

0.5x0.9
ey = 1
LT 1505 %091 0507 <10
0.5 x 0.7
ey = 1
2= 1105 %091 05%07 <00
1
AR % 100

0 T 1305x09+05x07
kp = 25,ky = 19.44, ci'f =55.56

(2) Pour déterminer les prix des zéro-coupons, on peut utiliser soit les Tms soit les TMT. Si 'on utilise ces
derniers, comme on sait que :

11
1+7"1 _01’)/1

1 1
(L+7r)(L+72) G2y,

(k)" (k2)' 72 (5)

Avec les valeurs numériques :
Y1 = .5,’)/2 = .5,041 = 0.9,042 = 0.7,01 = 10,02 = 20,QQ =100

ki = 25, ky = 19. 44

on obtient :
1
T1 = ﬁ —1= 00
1.0
= ———1=1.2
"2 _44096 678
m™ = 1 91 (kl)vl - kl = 25.0
1+ T1
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o
(I+7r1) (1+7o)

(3) Une hausse de as correspond & la situation ou les agents accordent plus de valeurs aux consommations
de la période 2. Aussi aux niveaux d’investissements initiaux, les Tms des agents deviennent supérieures aux
TMT, Tmsg_,, > TMT. Inversement, la valeur des biens présents diminue relativement aux biens de la période
2. Aussi, ceci, via les ajustements de prix, conduit & une baisse de la consommation initiale ¢y en contrepartie
d’une hausse de ko (et donc de la production g2 et des consommations cb).

L’ajustement de la consommation ¢y a en effet également des répercussions sur l'investissement k; : la
réduction de ¢y conduisant elle-aussi & une baisse de la valeur des biens de la période 1, i.e. du Tmsp—1
- aprés ajustement de cg, Tmsg1 < TMT. Aussi, la hausse de as se traduit par une baisse de kj. Ces
ajustements des quantités impliquent qu’aprés ces ajustements, le facteur d’actualisation des biens de la période
2,1/(1 +71)(1 + r2), est plus faible, celui des biens de la période 1, 1/1 + rq, étant indéterminé.

0 (k)" — ky = 19.445

g =

5.3 Eléments de correction de I’exercice 2

(1) systeme financier complet :

0 300 147 0 300 1
det | 50 150 147 | =(1+r)det| 50 150 1 | =2500+#0
100 50 147 100 50 1

0 point si calcul avec seulement les deux actifs risqués
(2) baréme proposé : 1 point pour les 8, 1 point pour les autres valeurs

calcul des prix des états :
QR 200

C,
& cAR 300
AR
e 200
By = 0'37241% = 0.3—20O =0.3
AR
c 200
=0.3 =03— =04
Fs caR 150
taux d’intérét :
_w0o 1
"T9 T Ty

Gy =0.2x0+40.3 x50+ 0.4 x 100 = 55.0
gr =0.2x 300+ 0.3 x 150 + 0.4 x 50 = 125.0

(3) consommations et portefeuilles
la richesse initiale des individus :
W, =50+ 125 =175

W, = 150 + 55 = 205

comme les fonctions d’utilité sont identiques et sont des Cobb-Douglas :

o W, o 175 1
So o 0% 200 85366 = ! = Q,
"W, & 205 “ T 185366

ou 2, est la dotation dans I’état s. D’ou :

0 1 2 3
2, 200 300 200 150
cy 9211 138.16 92.11  69.089
cy 107.89 161.84 107.89 80.921

les portefeuilles d’équilibre sont ceux permettant d’atteindre les consommations :
¢i = 06, + 3000, + 4 B’
i:q ch =500, + 1500, + 3 B’
ck = 1000, + 500, + L B!
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138.16 = 00, + 3000.. + 102 0! = .46074

P 9211 =500, + 1500, + 202 = ¢ 0 = 46058

69.089 = 1000, + 500, + 0~ B; ~0

161.84 = 06}, + 3000;. + 5 B; 0}, = . 53986
v:q 107.89 =500, + 1500, + L B; = { 0, =.53962

80.921 = 1006;, + 500, + 2 B; B, ~0

La politique financiére ne modifie pas les quantités existantes de biens et donc pas les prix des états de I’économie.
Elle modifie cependant les dividendes pergus par les actionnaires. Ceux-ci deviennent :

300 NE 290.0
Dy=| 150 | === 19 | = | 1400
50 9 40.0

et donc la nouvelle valeur de D, est :
q. =0.2x 290+ 0.3 x 140 + 0.4 x 40 = 116.0

On vérifie que la valeur boursiére du capital se réduit mais la valeur de I'entreprise demeure constante puisque
I’endettement est de 9. Les données réelles n’étant pas modifiées, les consommations d’équilibre des agents
demeurent inchangées : ‘
138.16 = 2900, + X B 0! = .460
r: 9211 =500, + 1400 + 2 B° = 9. = .460
69.089 = 1000}, + 400.. + X B B =4.1326

161.84 = 2906, + 12 B’ 0, = .539
v: 107.89 =500, + 1400, + LB = 6, =.539
80.921 = 1006;, + 406, + LB’ B! = 4.8152

6 Session de septembre 2001

6.1 Intitulé
6.1.1 Cours (6 points)

Au choix deux des questions suivantes :

(1) La concurrence pure et parfaite nécessite-t-elle nécessairement un nombre illimité de joueurs ? (3 points)
(2) L’évaluation par arbitrage des titres financiers. (3 points)

(3) Les effets d’'un choc de productivité sur I’équilibre économique (3 points).

6.1.2 Exercice 1 (6 points)

On considére une économie comprenant deux périodes ¢t = 0,1 peuplée par un unique agent : Robinson. A
chaque date, il existe un bien de consommation non stockable; les préférences de I'unique agent sur ces biens
sont résumées par la fonction d’utilité U :

4
U=In(c) + E In (cq)

ol ¢; est la quantité du bien de la période ¢ consommeée. La dotation de 'agent a la premiére période (¢ = 0) est
Qo = 100, la dotation & la seconde période est €2;. Le bien de la période 1 peut également étre produit a l'aide
d’une technologie utilisant le bien de la période 0 comme facteur de production ; la technologie est résumée par
la fonction de production :

q=0Vk, 0>0, k>0

La technologie est possédée par une entreprise dont Robinson est I'unique actionnaire. Le bien de consommation
est pris comme numéraire a chaque date. Les agents peuvent échanger & chaque période les biens sur des marchés
spots. A la date 0, est également mis en place un marché financier sur lequel les agents peuvent emprunter ou
préter au taux d’intérét r.

1. En notant S I’épargne de Robinson, II le profit actualisé de 'entreprise, donnez ’écriture des contraintes
budgétaires de Robinson, de sa contrainte budgétaire intertemporelle, celle du profit actualisé de 1'entre-
prise. (2 points)
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2. Donnez les autres conditions caractérisant 1’é quilibre : contraintes de ressources pour chaque bien, condi-
tions marginales pour chaque agent (Robinson, 'entreprise). (2 points)

3. Déterminez 'investissement k et le taux d’intérét r d’équilibre pour 8 = 1, ; = 0. (2 points)

4. En utilisant vos réponses a la question 2, déterminez 'effet sur & d’une augmentation de 6 et de ;. (2
points)

6.1.3 Exercice 2 (8 points)

Une économie d’échange comporte :

— un seul bien non stockable (pris comme numéraire) ;

— deux dates (¢t =0,1);

— 2 consommateurs (i = A, B) vivant pendant les périodes considérées ;

~ 3 états de lanature (s =1, 2, 3 ), dont les probabilités objectives sont respectivement 7 (1) = §, 7 (2) =
T(3) = 1.

Les consommateurs ont la méme fonction d’utilité de von Neumann, dont 'utilité élémentaire est :

¢ (0)'77 ¢i(s)'7 N =
1= + 8. 1 avec{ﬂz

On note w; (0) la dotation initiale et w; (s) les dotations aléatoires attribuées au consommateur ¢ dans ’état s
- les quantités sont les suivantes :

o=

IN[UNIES

u; [¢; (0), ¢ (s)] =

WA (0) = 25, WA (1) = 50, WA (2) = 50, WA (3) =0
75, wp (1) = 100, wp (2) = 50, wp (3) = 50

S
Sy

e
|

A la période 0, les agents peuvent vendre et acheter trois actifs financiers j = 1,2, 3 dont les dividendes sont :

10 0 10
di=10 |,d=]21|,ds=] 10
20 10 10

et dont les prix sont notés qi, g2 et g3. La demande nette de Vactif j (j = 1,2,3) de I'agent i (i = A, B) est
notée z;.
1. Donnez Pexpression des contraintes budgétaires des deuz agents. (2 points)

2. Aprés avoir démontré que le systéme des marchés financiers était complet, calculez la valeur des prix d’équi-
libre ¢1, g2, g3 ainsi que le taux d’intérét (= taux d’actualisation de 1’économie) (On pourra notamment
utiliser la méthode de I’agent représentatif) (4 points)

3. Déterminez les portefeuille d’équilibre des agents. (2 points)

6.2 Eléments de correction de 1’exercice 1
Les contraintes budgétaires de Robinson :

période 0: cog+ S = Qo+ 11
période 1: ¢ =1+ (1+71)S

et donc, comme :

c1—
g_a 1
147
apres substitution, la contrainte intertemporelle est :
C1 0
o+ —=0+ +1I
R T 14y
Le profit de 'entreprise s’écrit lui :
m=-—1 _
1+7

Les contraintes de ressources que 1’on doit vérifier & ’équilibre sont celles portant sur les biens de la période

Oet 1:
{pém’odel: co+k=Q

période 2: ¢ =01 +¢q
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Les conditions marginales est celle caractérisant les choix optimaux de consommation dans la contrainte bud-
gétaire :

4 Co 1
Tmsg_1 = —— =
0=17= 75 c1 1+7r
ainsi que celle caractérisant 1'investissement optimal pour ’entreprise :
0 0 1+
7(] = — = T
ok™ 2k

ou encore :

dk  2VEk 1
TMTy | = —— = 222 =
01 dq 0 1+7r

Une contrainte additionnelle (non demandée) est celle du marché financier :

S=k

ou k est ici la valeur de ’endettement de Ientreprise (utilisée pour financer I'investissement).
Les conditions vérifiées & 1’équilibre sont donc :

Robinson cond. marg. Tmsg—1 = g
cont. budgétaire co + 1‘117, =Qo+ 1%71 +1II
FEntreprise cond. marg. TMTy_.q1 = ﬁr
profit II = 13_7, —k
FEquilibre  bien période 0 co+k=Q
des marché financier S =1k
marchés bien période 1 c1=q+Q
liaison q=0Vk

L’équilibre impose donc I’égalisation du Tms de Robinson au TMT de I’entreprise :

Tmsg—1 = 1i
' =Tmsg_1 =TMTy_,
{ TMTO—)]_ _ 1ir 0—1 0—1

et donc apres substitutions :
4 100-k 2k
50, +0Vk 0

Cette équation détermine implicite une variable endogéne, I'investissement k, en fonction des parameétres de
I’économie 2 et 6.

Si: Q=0,60 =1, ’équation s’écrit alors simplement :
4100 — k
5 Vk

= 2\/E:>§(100—k):2k

400 200
= 2" 98
k 11 7 8.57

Connaissant le stock de capital d’équilibre, le taux d’intérét d’équilibre de I’économie peut étre obtenu des
conditions marginales :

4100 — 220 1
Tmsg_.1 = — T =
11801 5 200 1+7r

7

=r=—.906

L’équation déterminant 'investissement :

4 100—k  2Vk
Tmso_,l = =

50,4+ 0vk 0

=TMTy_,

montre que :
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— l'investissement est négativement affecté par un accroissement de la dotation future €y - plus la dotation
future est importante, plus la valeur pour Robinson de la consommation future (T'mso_1) est faible et
donc plus l'investissement souhaité est faible;

— si la dotation future (1) est nulle, I'investissement n’est pas affecté par les chocs de productivité - un tel
choc diminuant dans les mémes proportions le Tms et le TMT;

— si la dotation future est positive, le Tms diminue moins que le TMT et donc, comme la valeur de la
consommation future devient plus grande que son cott, 'investissement augmente.

6.3 Eléments de correction de 1’exercice 2

Si ’on note z; la demande nette de ’actif j de I'agent 4, et si 'on prend comme numéraire & chaque date-
événement le bien de consommation, les contraintes budgétaires de cet agent 4 sont :

q
%

06 + 2121273 qj.zj» = w},
¢ =wy+ > dj(l).zj
ch=wh+ Zj d;(2).2;

(3).z

Cé:w:i%JFZjdj 3) 3

Pour que le systéme financier soit complet, il faut (et il suffit) que les vecteurs des revenus livrés par les actifs
soient linéairement indépendants. Mathématiquement, ceci revient a s’assurer que le déterminant de la matrice
des revenus :

10 0 10
d=10 20 10
20 10 10
est non nul. On constate que ceci est bien le cas :
det d = 10x20x104+04+0—-10x20x20—10x10x10—-0

—3000 # 0

Le marché étant complet, il existe un systéme de prix d’états uniques dont les valeurs sont celles qu’auraient
a l’équilibre les prix des actifs a la Arrow-Debreu. Pour les déterminer, on exploite ’existence pour notre
économie d’un agent représentatif puisque les préférences sont identiques et les Tms homogeénes. L’utilité espérée

s’écrivant :
Blus s (0) e ()] = 42— +5.3 . (1(—)7>

le Tms de 'agent ¢ est en effet :

Ci(o)} !
ci(s)

Dans une telle économie d’échanges, avec 'existence d’un agent représentatif, les valeurs des actifs a la Arrow-
Debreu sont données par celles des Tms de 1’agent représentatif évalués au point de dotation :

Tms) ., = Brs [

5, = Tmsi", = om. [ ] (©
Avec les valeurs numériques :
B, =31,/ _ 153
By =324/100 = 375
u= 148 - 205

Le taux d’intérét de ’économie est donc donnée par la relation d’arbitrage :

1

1 1
_ I — 1~ .261
;BS [ S 153+ .375 + .265

Les valeur des trois actifs sont données par les relations de valorisation :

G =Y Bydi(s)
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Numériquement :

@ = .153(10) +.375(0) +.265 (20) = 6.83
¢ = .153(0)+.375(20) +.265(10) = 10.15
gs = .153(10)+.375(10) +.265(10) = 7.93

Pour déterminer les portefeuilles, on peut également utiliser I’équivalence entre I’équilibre & la Arrow-Debreu
et I’équilibre avec marchés financiers (complets). En effet, les consommations étant identiques aux deux équi-
libres, lorsque 1'on connait les consommations (cll, ch, cg), on peut déterminer les portefeuilles z* = (zi,zé, zg)
en cherchant les solutions du systéme formé par les contraintes budgétaires futures :

i i , i

] =wi + > dj(l).zj

i i . 1

cy = wy+ >4 (2).zj

N . 1

C3 = w3+ Zj d; (3)73]
Pour déterminer les consommations a I’équilibre, on remarque que les conditions marginales Tms}_,, = 3
donnent des relations linéaires entre les consommations :

S

)

et donc comme la contrainte budgétaire consolidée est :
ci(0)+ Y Bci(s) = wi(0) + > Bwi(s)
S S
les demandes sont linéaires par rapport a la richesse w;(0) + >, B,wi(s) :

G0+ 38, [c¢<o> = ] —wi(0)+ 3 Bn(s)

= ¢(0) = ! T % |wi(0) + ) Bwils)
1+37, B, [f;sr - ’ -

8.7 : .

= ¢(s)= {Bm} T X Wi(0)+2ﬂswi(5)
1+, 0, [5B;S}W - ° .

Cette linéarité identique des fonctions de demande par rapport a la richesse implique qu’a I’équilibre leurs
consommations sont proportionnelles & la part de leurs richesses dans la richesse totale :
Wa

ca(s) = mﬂs

ou €2 est la dotation de I’économie dans la date-événement s - s =0, 1,2, 3.
Les richesses des deux agents étant :

Wa=254+.153 x 50 4 .375 x 50 4 .265 x 0 = 51.4
Wp =754 .153 x 100 + . 375 x 50 + .265 x 50 = 122.3

les consommations de 'agent A et celles de 'agent B (obtenues par différence) sont :

ca 0):%“00:29.59
ca(l) = s 21555 x 150 = 44.39
ca(2) = BT 100 = 29.50
ea(3) = = SLE L 50 = 14.80

(

(1)

(2)

( ) 51.4+4122.3

cp(0) = 100 — 29.59 = 70.41
(1) = 150 — 44.39 = 105.61
(2) = 100 — 29.59 = 70.41
(3) = 50 — 14.80 = 35.20
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Le portefeuille de I'agent A est donc la solution du systéme suivant :

44.39 = 50 + 1021 + 1023
29.59 = 50 + 2022 + 1023
14.80 = 0 4 2021 + 1022 + 1023

et celui de 'agent B la solution de celui-ci :

105.61 = 100 4 1021 + 1023
70.41 = 50 + 2029 + 1023
35.20 = 50 + 2021 + 1022 + 1023

Les solutions sont évidemment de signes opposées :
2t = 1.854, 250 = 187, 25 = —2.415
2P = 1.854, 28 = 187, 28 =2.415

puisque les titres que 'agent A achéte lui sont nécessairement vendus par B.

7 Controle continu décembre 2001

7.1 Intitulé
7.1.1 Cours (6 points)

Au choix deux des trois sujets suivants :

(3) Synthése et évaluation par arbitrage des actifs financiers. (3 points)
7.1.2 Exercice 2 (7 points)

On considére une économie d’échanges comprenant quatre périodes ¢t = 0, 1, 2, 3, un unique bien de consom-
mation & chaque période.

(1) A la période 0, des marchés financiers sont ouverts sur lesquels sont échangés des obligations classiques
couvrant toutes les échéances. Les taux d’intérét (coupons) des obligations sont les suivants :

obligation échéance
période 1 | période 2 | période 3
taux d’intérét 12.5% 63.63% 67.49%

Apres avoir rappelé les caractéristiques de ces obligations (cotit et flux de revenus futurs), déterminez par
arbitrage la valeur des prix des zéro-coupons : 81, 85, 85, & partir des taux d’intérét des obligations. (3 points)

(2) L’économie, dont est tirée la précédente structure a terme des taux d’intérét, est en fait peuplée de deux
agents Robinson (r) et Vendredi (v). Les préférences des deux agents sont identiques et résumées par la fonction
d’utilité commune :

U 1 98 1 81 1 11
! ch 100¢i  100c, 2ch
Leurs dotations sont les suivantes :
période 0 | période 1 | période 2 | période 3
Robinson 1000 0 0 0
Vendredi 0 1050 1200 1250

Vendredi décide de créer sa propre société anonyme, Vendredi SA, et donc de créer une action dont les revenus
seront les dotations futures de Vendredi. Le vecteur des revenus de cette action est donc :

1050
1200
1250

V:

Evaluez la valeur de cette action. (1 point)

(3) En fait, on apprend juste avant Pouverture des marchés que Vendredi SA ne dégagera pas a la période
un dividende de 1250 mais de 1350. Calculez la nouvelle valeur boursiére de cette entreprise. (1 point) Pourquoi
I’anticipation d’une augmentation future des profits constitue-t-elle une mauvaise nouvelle pour la bourse, i.e.
pourquoi s’ajuste-t-elle a la baisse ? (2 points)
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7.2 Eléments de correction
7.2.1 Exercice 2

La structure par termes des taux d’intérét des obligations est supposée étre :

obligation échéance
période 1 | période 2 | période 3
taux d’intérét 12.5% 63.63% 67.49%

Les obligations étant des actifs qui rapporte & chaque période future le coupon, i.e. pour une de fond de 1, les
revenus des trois obligations sont :

obligations période 1 | période 2 | période 3
échéance = période 1 1.125 0 0
échéance = période 2 0.6363 1.6363 0
échéance = période 3 0.6749 0.6749 1.6749

La synthése de ces trois obligations par les zéro-coupons donnent trois portefeuilles dont les cotits sont néces-
sairement égaux a 1 (absence de profit d’arbitrage).

Bi(1+RYH =1
BiR?+ B, (1+R*) =1
BiR3 + ByR3 + B3 (1+ R?) =1

et donc les betas par la structure par terme est :

B, =.889, By =.265, B =.132

Les préférences des deux agents :

oo+ 981 811 11
’ cy 100¢; 100c¢, 2c4
Leurs dotations sont les suivantes :
période 0 | période 1 | période 2 | période 3
Robinson 1000 0 0 0
Vendredi 0 1050 1200 1250
Les betas que 1'on obtient avec I'agent représentatif sont :
2
98 (1000 8
=—|(—] =-~.889
A= 700 (1050) 9
81 (1000\> 9
=—|—) =— ~.5625
P2 = 100 (1200) 16
1 /1000\* 8
= - —— = — ~ .32
b5 =3 <1250) 25 =7
Aussi, les valeurs possibles de ’entreprise selon les betas utilisés sont :
valeur de
e Ba Ps l'action
structure par terme .889 .265 .132  1416.45
équilibre .889 .5625 .32  2008.33

Le choc sur la dotation future (1350 et non 1250) modifie la valeur d’équilibre de 35 :

2
1 /1000 200
3==|——] =——==27.43
b3 =3 (1350) 729 %
Aussi, les valeurs de I'entreprise sont selon les betas utilisés :
valeur de
/61 /82 53 laction
structure par terme .889 .265 0.274 1621.70
équilibre .889 .5625 .0.274 1978.70
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8 Partiel de février 2002

8.1 Intitulé
8.1.1 Cours (6 points)

Au choix, deux des trois questions suivantes :

(1) L’équilibre général dans Pincertain avec actifs financiers est-il nécessairement optimal au sens de Pareto
(3 points)

(2) Le critere d’espérance des gains est-il un bon critére de décision dans I'incertain ? (3 points)

(3) L’aversion au risque conduit-elle nécessairement a ’assurance compléte ? (3 points)

8.1.2 Exercice 1 (3 points)

On considére deux actifs 1 et 2 dont les revenus sont d; = [ 3; 3 ]T et dy = [ 5; 2 ]T, le prix de lactif
1est gg =2.

(1) g2 = 3, g2 = 4 peuvent-ils étre des prix d’équilibre du second actif? (2 pts)

(2) En prenant go = 3, évaluer Pactif dont les revenus sont dy = [ 4; 1 ]T. (1 pt)

8.1.3 Exercice 2 (11 points)

[L’intitulé a été modifié pour supprimer les références aux marchés de zéro-coupons en équilibre général -
désormais hors programme]

On consideére une économie d’échanges comportant deux agents (Robinson () et Vendredi (v)), deux périodes
t = 0,1, un unique bien de consommation (périssable). Les dotations des deux agents aux différentes périodes
sont :

dotations | période 0 | période 1
Robinson 50 100
Vendredi 100 50

et leurs préférences sont résumées par la fonction d’utilité suivante :
U;=1In (cé) +1In (ci) (7)

(1) Pour réallouer leurs ressources, les deux agents mettent en place un marché de fonds prétables sur lesquel
ils peuvent préter ou emprunter pour une période au taux d’intérét r;.

(1-1) Spécifier la contrainte budgétaire intertemporelle des agents. Donner leurs programmes. (1 pt)

(1-ii) Calculer le taux d’intérét d’équilibre. (1 pt)

(2) En fait, les dotations futures de Vendredi ne sont pas certaines. De plus, les quantités que recevra
Vendredi se répartissent entre des dotations et des quantités que lui livre son entreprise Vendredi € Co dont il
est initialement propriétaire a 100%.

L’incertitude est résumée par la donnée de trois états du monde s = 1,2,3, dont les probabilités sont
m = 1/4, my = 1/2, w3 = 1/4. Les préférences des agents sont désormais définies sur la consommation de la
premiére période (c}) et sur les consommations de seconde période dans les différents états du monde possible
(ci(1), ¢4 (2), ci(3)). L’extension des préférences a I'incertain nous donne l'utilité espérée suivante :

1

Ui =In(c}) + 1 In (¢i(1)) + %m (ch(2) + iln (c1(3))

Les dotations regues directement par les actions et la production de Vendredi & Co. sont :

période 0 période 1
s=0 s=1 | s=2 | s=3
dotations de Robinson 50 100 | 100 | 100
dotations de Vendredi 100 20 20 0
production de Vendredi & Co. 0 0 30 80

Par rapport & ’économie précédente, les ressources futures des deux agents ont donc les mémes valeurs moyennes
(i.e. 100 et 50).

Pour réallouer les biens, les deux agents décident de généraliser le systéme de marchés a terme en mettant
en place un systéme de marchés de biens contingents & la Arrow-Debreu.

(2-1) Déterminer la contrainte budgétaire consolidée des agents. Spécifier le programme des deux agents. (1

pt)
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(2-ii) Calculer le ou les prix d’équilibre. Evaluer le taux d’actualisation d’équilibre. (2 pts)

(2-iii) En comparant cet équilibre & la Arrow - Debreu et ’équilibre avec marchés a terme (sans incertitude),
quel est 'impact de 'incertitude sur le taux d’intérét ? Expliquer I’évolution observée. (1 pt)

(3) La mise en place d’un systéme de marchés a la Arrow - Debreu est en fait prohibitive. Aussi, les agents
se contentent de mettre en place un marché de fonds prétables et un marché ou est cotée 'entreprise Vendredi
& Co. Sur le marché des fonds prétables, chaque agent peut préter ou emprunter au taux d’intérét r. On note
B' le montant prété par agent i (i = 7,v) et naturellement & I'équilibre B” + BY = 0. Sur le marché de
I’action, on peut acheter et vendre un titre dont le prix est noté ¢ et dont les revenus futurs sont évidemment
dy = [ 0; 30; 80 ]T. Initialement Vendredi est propriétaire & 100% (= 1) de son entreprise. Chaque agent
i (i = r,v) détermine la part qu'il souhaite détenir de 'entreprise et on note 6" la part détenue a Péquilibre.
Evidemment 6" + 0¥ = 1.

(3-1) Ecrire les contraintes budgétaires des deux agents, exprimer les consommations (cb, ¢t (1), ci (2), ¢,
(3)) des deux agents en fonction des choix de portefeuille (B?, Gi). Rappeler les conditions sur r et ¢ que 'on
doit vérifier a I’équilibre ainsi que les conditions d’équilibre sur les marchés. (2 pts)

(3-ii) On propose comme prix : ¢ = 31.687,7 = —2.1076 x 1072, comme portefeuilles : §" = 0. 38737, B" =
—38.351, 0¥ = 0.61263, B* = 38.351. Ces prix et ces choix constituent-ils un équilibre ? (2 pts)

(3-iv) Les consommations définies par ces variables sont-elles des consommations optimales au sens de
Pareto ? (1 pt)

8.2 Eléments de correction
8.2.1 Exercice sur I’évaluation

(1) Pour tout prix d’équilibre g, il existe trois prix 8;, 85 vérifiant les équations de valorisation. Par consé-
quent si ¢ = 2, g2 = 4 sont des prix d’équilibre, ils vérifient :

2 =33, +33 B B
{4=5ﬁi+252 =B,=.9, fy=—.22

Comme [, est négatif, les prix proposés ne peuvent étre des prix d’équilibre.
Par contre, si g3 = 3, alors :

2 =33, +33 B B
{ =561+2ﬁz = B, =.55, B, =11

Comme les deux prix d’état sont positifs, les prix proposés pour les deux actifs peuvent étre des prix d’équilibre.

(2) Si 'on admet comme prix d’équilibre ¢; = 2, go = 3, alors les prix des états sont 5, = .55, §, = .11.
Par conséquent, tout actif supplémentaire doit étre évalué a 'aide de ceux-ci. Par conséquent, le seul prix g3
cohérent avec les deux premiers sont :

q3=.955 x4+ .111 x1=2.331

8.2.2 Exercice sur 1’équilibre général

1. Equilibre intertemporel
La contrainte budgétaire en 0 est alors : _ _ _
¢y + Sp = wyg
et celle de la période 1 : _ ' _
i =wi+ (14+r)S;
Comme la derniére contrainte nous donne ’épargne nécessaire en fonction de la consommation désirée et du
taux d’intérét : . )
i — Wi
1+r
la contrainte budgétaire intertemporelle est donc obtenue en substituant a4 S§ son expression dans la contrainte
budgétaire de la période O :

Si =

co+Sy, = wy=>cy+ =w




Pour chaque agent i, ses demandes sont les solutions du programme :

max i Ui(ch, cb) :=In(cf) +In(c})

sous la contrainte : (8)
i ST wi
o+ T+ %0 + 1+r1
avec I’épargne optimal donné par :
i i
gi— 1" %
0 1 + 1

Les conditions suffisantes de ce programme sont :

3 _ 1
{ s o, ; )

) 1 i 1
Co+ 1550 = Wo + 155w

Comme : ]
b
cf

Tmsh ., = (10)

le facteur d’actualisation d’équilibre (1/1 4 r1) est égal au Tms de Pagent représentatif :

1 150
= Tms{ (150,150) = — =1 11
= Tmsit®y (150,150) = (11)
et donc le taux d’intérét d’équilibre de 1’économie est nul :
ry =20 (12)

2. Arrow - Debreu

Pour améliorer leurs situations, Vendredi et Robinson décident de mettre en place un systéme complet de
contrats contingents & la Arrow-Debreu. Avec ce systéme, et notant les prix des contrats contingents 8, B,
B4, le programme de Robinson est :

maxey o eg.c; Ui(ch, ¢f, 5, c5) == In (cf) + 2 In (cf) + £ In(c) + 2 In (c§)
sous la contrainte : (13)
o+ Brcl 4 Bach + Bach =50+ 100 [B, + B4 + B3]

tandis que celui de Vendredi est :

maxey ot ey.cy Ui(ch, ¢f 5, §) = In (cf) + £ In (c}) + 5 In (c3) + £ In (c§)
sous la contrainte : (14)
¢t + Brcy + Bacy + Bacy = 100 + 2083, + S5 (20 4 30) + 55 (0 + 80)

Les conditions suffisantes de ce programme sont :

T'msy_1 = P
T'msg_,y = B
Tmsg 3 =Ps S . . |
o+ Byt + Bach + Bycy = wh + Brwi + Bows + Paws

(15)

Comme les préférences sont identiques, que les Tms sont homogenes de degré 0 et que le marché assure 'opti-
malité des allocations finale (égalisation des Tms), il existe un agent représentatif dont les préférences sont les
préférences communes des deux agents, dont les consommations (notées s ® et cftf?) sont les consommations
globales, i.e. ici les dotations :
et = ¢ + ¢ = 150
M= ¢l + ¢ =100

et = b+ ¢ = 150 (16)
4R = ¢+ c§ =200
Les prix sont déterminés par les Tms de I’agent représentatif :

1150 5

= Tms{(150,120,150,180) = ~ —— = — 17

Bl mSOHl( ’ ) ) ) 4120 16 ( )
1150 1

By = Tmsyt, (150,120,150, 180) = 5750 = 3 (18)
1150 5

= Tms{t5(150,120,150,180) = ~—— = — 19

ﬁ?) msO—»S( ’ ) ) ) 4180 2 ( )
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Le taux d’actualisation (= taux d’intérét) et les prix d’équilibre des deux autres titres sont obtenus par arbitrage :

BitBatBy= b5t =
1 1 1 9
m251+52+53#r:m—lz—E:—Q.MOSX10 (20)
1 95 35
R TE R )
3. Equilibre avec marchés incomplets
Pour Robinson, sa contrainte budgétaire en 0 est donc :
co + B" + 08" = wy (21)

alors que celle de Vendredi s’écrit :
¢y + B + 00" =wi +v

Les consommations aux périodes futures sont données par les liaisons suivantes :
¢ =wi +dy(1)0" + (1 +7)B°
ch = wh +d,(3)0" + (1 +7)B' (22)
s =wh+dy(3)8" + (1+r)B

Le choix de portefeuille (Oi, Bi) de l'agent ¢ n’est optimal que s’il vérifie ses contraintes ainsi que les conditions
marginales :

{ v="Tms, (c’; X dy(1) +Tms}_ (ci)‘x dy(2) + Tmsj_5 (') x dy(3)

1=Tms)_, () x (L+71)+Tmsi_, (") x (1+7)+Tmsj_5 (c') x (1+7) (23)

L’équilibre général est atteint lorsque les choix de portefeuilles sont optimaux et lorsqu’ils équilibrent les trois

marchés : o ;
T + v — 1
{ B"+B"=0 (24)

Les marchés financiers sont naturellement incomplets puisque 'on a seulement deux actifs pour tois états du
monde. On propose comme équilibre les prix :

v=31.687,r = —2.1076 x 1072
et les portefeuilles :

0" = .38737,B" = —38.351
0" = —.38737,B" =38.351

Pour que cette solution constitue un équilibre il est nécessaire et suffisant qu’il donne des consommations
positives :

o 76.076 ch 73.924
i | | 62.457 cf | | 57.543
| T 74078 || 5 | T | 75.922
ch 93. 447 cl 86. 553
assure I’équilibre des marchés financiers :
" +6"=0
{52, (25)
et vérifie les conditions d’optimalité des choix de portefeuille :
q= TmséH1 (Cl X dy(1) + Tmsf)ﬁz (ci)‘x dy(2) + Tmsf)ﬂg‘ () X dy(3) (26)
1=Tms)_; () x (L+71)+Tmsi_, (") x (1+7)+Tmsj_5 (c') x (1+7)

Or, comme les calculs assurent que :

Tms? ., .30451 Tmsy_, 32117
Tmshy ., | = | .51349 |, | Tmsy_, | = | .48684
Tmsh s .20353 Tmsy s 21352
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on vérifie bien que pour chaque agent les valeurs des revenus futurs évaluée par les Tms sont égales aux prix :

[ .30451 17 [ 1-2.1076 x 1072 0 ]

Robinson : | .51349 1-2.1076 x 1072 30 | =[ 1.0 31.687 | =(1,v) (27)
| .20353 | | 1—-2.1076 x 1072 80 |
32117 17 [ 1-2.1076 x 1072 0 ]

Vendredi : | .48684 1-2.1076 x 1072 30 | =[ 1.0 31.687 | = (1,v) (28)
| 21352 | | 1—-2.1076 x 1072 80 |

Les prix et les portefeuilles constituent donc bien un équilibre.
Cependant cet équilibre n’est pas efficace puisque les Tms sont égaux : il existe donc des échanges mutuelles
avantageux qui ne sont pas réalisés.

9 Session de septembre 2002

9.1 Intitulé
9.1.1 Cours (6 points)

Au choix, une des deux questions suivantes :

(1) Les marchés de biens contingents a la Arrow - Debreu (principes, propriétés de 1”équilibre, intérét pour
la finance et ’économie) (6 points)

(2) L’aversion au risque (définition, modélisation et conséquences pour le partage des risques) (6 points)

9.1.2 Exercice I (7 points)

Un entrepreneur peut investir dans deux projets sans risque. L’un suppose un investissement initial de 100 et
engendre un revenu de 40 une période plus tard, de 70 trois périodes plus tard. L’autre suppose un investissement
initial de 50 et engendre un revenu de 70 deux périodes plus tard.

(1) Quelle méthode doit suivre 'entrepreneur pour évaluer I'intérét de ces investissements. (1.5 pts)

(2) Pour appliquer cette méthode, ’entrepreneur observe la structure par termes des taux d’intérét des
obligations. Les taux d’intérét des obligations (émises a la période de l'investissement) sont de 10%, 5% et
10% pour les obligations d’échéance 1 an, deux ans, trois ans. Préciser pour une unité investie intialement, les
revenus livrés par ces trois actifs. (1 pt)

(4) En utilisant le fait qu’a I’équilibre aucun profit d’arbitrage n’est possible, déterminer en fonction des
taux d’intérét des obligations, les prix des zéro-coupons, i.e. les prix des promesses de livraison d’une unité de
numeéraire dans un an, dans deux ans, dans trois ans. (3 pts)

(5) En utilisant les résultats numeériques de la question précédente, déterminer I'investissement le meilleur
pour lentrepreneur (s’il en existe un). (1.5 pts)

9.2 Eléments de correction
9.2.1 Exercice sur ’actualisation

Un entrepreneur peut investir dans deux projets sans risque. L’un suppose un investissement initial de
100 et engendre un revenu de 50 une période plus tard, de 100 trois périodes plus tard. L’autre suppose un
investissement initial de 50 et engendre un revenu de 70 deux périodes plus tard.

(1) Quelle doit étre la méthode que doit suivre Pentrepreneur pour évaluer U'intérét de ces investissements.
(1.5 pts)

Pour évaluer les deux projets 'entrepreneur doit caculer la valeur nette actualisée, i.e. la valeur nette du
projet évalué dans le numéraire de la période d’investissement. Pour cela on convertit le numéraire de la premiére
période suivant I'investissement, de la deuxiéme et de la deuxiéme et de la troisiéme, en numéraire d’aujourd’hui.
Les prix des zéro-coupons (1, 84, B3), sont les prix permettant cette conversion. La valeur nette des deux projets
est donc :

VNA; =—100+ 408, + 708, (29)

VNAy = —50 + 708,

(2) Pour appliquer cette méthode, 'entrepreneur observe la structure par termes des taux d’intérét des
obligations. Le taux d’intérét des obligations est de 10%, 5% et 10% pour les obligations d’échéance 1 an, deux
ans, trois ans. Précisez pour une unité investie intialement, les revenus livrés par ces trois actifs. (1 pt)
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0 1 2
obligation d’échéance 1 | -1 | +1.1 0
obligation d’échéance 2 | -1 | +0.05 | +1.05
obligation d’échéance 3 | -1 | +0.1 | +0.1 | +

[l E=lE=] "

1

(4) En utilisant le fait qu’a ’équilibre aucun profit d’arbitrage n’est possible, déterminer en fonction des
taux d’intérét des obligations, les prix des zéro-coupons, i.e. des promesses de livraison d’une unité de numéraire
dans un an, dans deux ans, dans trois ans. (3 pts)

Une obligation d’échéance 1 rapporte autant que 1.1 zéro-coupons. Par conséquent, le prix du zéro-coupon
d’échéance 1 est le cotit d’investissement de 1'obligation, i.e. 1 :

1=8,x1.1

L’obligation d’échéance 2 rapporte les mémes revenus qu’un portefeuille comprenant 0.05 zéro-coupon d’échéance
1 et 1.05 zéro-coupons d’échéance 2. Par conséquent, le cotlit de cette obligation doit étre égal au cott du
portefeuille :

1=0.058; + 1.054,

Enfin l'obligation d’échéance 3 rapporte les mémes revenus qu’'un portefeuille comprenant 0.1 zéro-coupon
d’échéance 1, .1 zéro-coupons d’échéance 2 et 1.1 zéro-coupons d’échéance 3. Par conséquent, le colit de cette
obligation doit étre égal au cott du portefeuille :

1 == 0.161 + .1/82 + 1.1/83

Par conséquent a 1’équilibre du marché on a :
_ 1
A
1= @51 + @52 "
1= 1561+ 1582 + 1653
90 10 10
/63 - ﬁaﬁ? - ﬁaﬁl - ﬁ
(5) En utilisant les résultats numeériques de la question précédente, déterminer I'investissement le meilleur
pour l'entrepreneur (s'il en existe un). (1.5 pts)
A Taide des valeurs numériques, on calcule la valeur nette actualisée de chaque projet :

10 90 1410
VNAy = =100+ 407 + 705 = —= = 11.653 (30)
10 230
VNAy = =50 + 7077 = 7 = 20.909 (31)

Le projet a choisir est celui donnant la valeur nette actualisée la plus élevée.

10 Partiel de janvier 2003

10.1 Intitulé
10.1.1 Cours (8 points)

Au choix, deux des trois questions suivantes :

(1) Risque de cours (= de prix) et production. (4 points)

(2) Optimalité de l’équilibre général dans 'incertain. (4 points)
(3) Aversion a I’égard du risque et assurance. (4 points)

10.1.2 Exercice 1 (4 points)

On considere deux actifs 1 et 2 dont les revenus sont d; = [ 10 20 O ]T
les prix sont g1 = 5, g2 = 10.

(1) Peut-on déterminer a I'aide de ces deux actifs le taux d’intérét de I’économie ? (1.5 pts)

etdy=[10 5 15]", dont

(2) Montrez que I'on ne peut déterminer par arbitrage le prix d’un actif dont les revenus sont [ 15 10 15 ]T.
(1.5 pts) ;
(3) Pourrait-on le déterminer si l'on ajoutait aux deux actifs un troisieme actif dont les revenus sont

[10 10 10 ] et dont le prix est g5 = 227 (1 point)
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10.1.3 Exercice 2 (8 points)

L’économie comporte : un bien non stockable pris comme numéraire, deux dates (t = 0, 1), deux entreprises
(j = a,b), deux individus indicés i (¢ = 1,2). A la premiére période, les deux agents utilisent leurs dotations
pour consommer. A la seconde période, ils disposent uniquement des productions des entreprises. Celles-ci sont
cependant aléatoires. La production globale peut prendre deux valeurs : 'une haute (h) avec une probabilité de
1/2, Pautre basse (1) avec une probabilité de 1/2. Numériquement, la production globale et les productions des
deux entreprises sont les suivantes :

h l
production globale | 100 | 90
a 40 | 60
b 60 | 30

A la période 1, les individus avant de consommer doivent briévement stocker les biens. Lorsque la production
est basse (1), les mémes facteurs qui expliquent ce faible niveau rendent le stockage parfois cotiteux. Plus
précisément, on suppose que pour chaque agent, le stockage occasionne avec une probabilité de 1/2 une perte
de 10. Ce risque de dommage est supposé étre exclusif au sens ou si 'agent 1 subit le dommage, ’agent 2 ne le
subit pas, et vice versa.

Chaque individu ¢ maximise 1'utilité espérée U; = E [u;] dont 1'utilité élémentaire est :

_ . 4 _
u; =1In (cf) + 5 In (") (32)
ot ¢ est la consommation de la pérmiére période, ¢ la consommation aléatoire de la seconde période.

Les entreprises sont possédées par les deux agents. Les dotations de la période 0 et les parts dans les
entreprises que possédent initialement les deux agents sont les suivantes :

i | w'(0) | 0,(0) | 6;(0)
150 [04 [038
230 |06 |02

Pour modifier leurs consommations (présentes et futures), les agents ont acces a des marchés financiers (ouverts
a la période 0) ou ils peuvent notamment acheter et vendre les parts des actions des entreprises aux prix g, et
Q.-

(1) Montrer que 1’économie décrite comprend trois états du monde dont les probabilités sont 1/2, 1/4, 1/4.
Déterminer pour chaque état du monde les consommations globales. (On pourra s’aider d’une représentation
graphique de 'arbre des événements de I’économie). (1 point)

(2) Démontrer que l'utilité que maximise chaque agent est :

U; = In(ch) + gln(ci) + %ln(cé) + %ln(cé)
ou ¢, cb, ¢4 sont les consommations dans les trois états du monde dont les probabilités sont respectivement
1/2,1/4, 1/4. (1 point)

(4) Montrer que les marchés sont complets dés lors que les agents ont a leur disposition, outre les deux
actions, un troisiéme titre dont les revenus sont dz = [ 0 5 =5 ]T. Que représente ce troisiéme actif ? (1
point)

(5) Déterminer les prix des deux actions, g, et g, du troisiéme actif ainsi que le taux d’intérét de ’économie.
(2.5 points)

(6) Déterminer les consommations de ’agent 1 et son portefeuille. Pourquoi ses consommations dans les deux
états de probabilité 1/4 sont-elles égales? (2.5 points) (Remarque : le dommage de 10 peut étre formellement

assimilé & une dotation égale a —10).

10.2 Eléments de correction

10.2.1 Exercice I (4 points)
On considére deux actifs 1 et 2 dont les revenus sont d; = [ 10 20 O ]T et dy = [ 10 5 15 }T, dont
les prix sont g1 = 5, g2 = 10.

(1) Le taux d’intérét de I’économie ?
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Le taux d’intérét peut étre déterminé par arbitrage si les actifs dont les revenus sont certains peuvent étre
synthétisés par les deux actifs 1 et 2. Sans perte de généralité, on s’intéresse uniquement a l’actif certain dont
les revenus sont 1 dans les trois états du monde. Cet actif est synthétisable s’il existe un portefeuille comprenant
x actifs 1 et y actifs 2 dont les revenus sont 1 dans les trois états :

10z + 10y =1
200 +5y =1
15y =1
La solution est :
1 1
T
Le cott de ce portefeuille est :
1 1 5
_ 7 10 = =
C 30 x b+ R x 10 5

et donc le taux d’intérét est donné par la condition d’arbitrage selon laquelle deux produits financiers donnant
les mémes revenus doivent avoir le méme prix (ou le méme coiit) :

(2) Montrez que 1’on ne peut déterminer par arbitrage le prix d’un actif dont les revenus sont [ 15 10 15 }

Les actifs synthétisables sont ceux dont les revenus a, b, ¢ peuvent étre reproduits par les deux premiers
actifs, i.e. ceux pour lesquels il existe des portefeuilles (z,y) d’actifs 1 et 2 dont les revenus sont a, b, ¢ dans les
trois états du monde :

10z 4+ 10y = a
20c+5y=1»b
15y =c
Les deux premiéres équations donnent :
10z + 10y = a 1 1 2 1
= __ —by= —q— —
0x+5y=b " = 30T BYT Y15
alors que les deux derniéres donnent :
20z +5y =0 1 1 1
=>r=—b— — = —
15y = ¢ T720" 6077 T 1"

Pour que le systéme ait une solution, il est nécessaire que les solutions des deux systémes & deux équations soient
cohérentes entre elles, i.e. donnent le méme portefeuille, le méme x, le méme y (sinon I'incohérence indique que
Pon ne peut obtenir le profil souhaité a, b, ¢) :

— 1y 1, 1 1
T = 550 6§JC_ 130a+15b
Y= 15¢= 150 — 150
d’ou :
c=2a—b

Les seuls actifs synthétisables avec les deux actifs 1 et 2 spécifiés sont donc les actifs dont le revenu dans I’état 3
et e double de celui de I’état 1 diminué de celui de I’état 2. L actif proposé ne vérifie pas cette derniére condition :
il n’est donc pas synthétisable et ne peut donc étre évalué par arbitrage.

(3) Pourrait-on le déterminer si l'on ajoutait aux deux actifs un troisiéme actif dont les revenus sont
[ 10 10 10 ] et dont le prix est g3 = 32.

Les deux actifs 1 et 2 ne synthétisent comme on I’a vu que les actifs dont les revenus sont dans le plan
engendré par leurs propres vecteurs de revenus. Lorsque un actif n’est pas synthétisable par 1 et 2, son vecteur
de revenu n’appartient pas au plan engendré. Pour le synthétiser, il est donc nécessaire de compléter la base
vectorielle par un troisiéme vecteur n’appartenant pas au plan engendré par les deux actifs 1 et 2. Or, comme
on I’a vu a la premiére question les actifs certains sont engendrés par les deux premiers actifs. Par conséquent,
rajouter donc & ceux-ci un actif certain n’augmente pas ’espace des revenus synthétisables.
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10.2.2 Exercice II (8 points)

L’économie comporte : un bien non stockable pris comme numéraire, deux dates (t = 0, 1), deux entreprises
(j = a,b), deux individus indicés i (¢ = 1,2). A la premiére période, les deux agents utilisent leurs dotations
pour consommer. A la seconde période, ils disposent uniquement des productions des entreprises. Celles-ci sont
cependant aléatoires. La production globale peut prendre deux valeurs : 'une haute (h) avec une probabilité de
1/2, Pautre basse (1) avec une probabilité de 1/2. Numériquement, la production globale et les productions des
deux entreprises sont les suivantes :

h l
production globale | 100 | 90
a 40 | 60
b 60 | 30

A la période 1, les individus avant de consommer doivent briévement stocker les biens. Lorsque la production
est basse (1), les mémes facteurs qui expliquent ce faible niveau rendent le stockage parfois cotiteux. Plus
précisément, on suppose que pour chaque agent, le stockage occasionne avec une probabilité de 1/2 une perte
de 10. Ce risque de dommage est supposé étre exclusif au sens ou si 'agent 1 subit le dommage, ’agent 2 ne le
subit pas, et vice versa.

Chaque individu ¢ maximise 1'utilité espérée U; = E [u;] dont 1'utilité élémentaire est :

i () (33)

u; =1In(cf) + 3

ol ¢ est la consommation de la pérmiére période, ¢ la consommation aléatoire de la seconde période.
Les entreprises sont possédées par les deux agents. Les dotations de la période O et les parts dans les
entreprises que posseédent initialement les deux agents sont les suivantes :

i | w'(0) | 05(0) | 6;(0)
150 [04 [038
230 [06 |02

Pour modifier leurs consommations (présentes et futures), les agents ont acceés a des marchés financiers (ouverts
a la période 0) ou ils peuvent notamment acheter et vendre les parts des actions des entreprises aux prix g, et
db-

(1) Montrer que 1’économie décrite comprend trois états du monde dont les probabilités sont 1/2, 1/4, 1/4.
Déterminer pour chaque état du monde les consommations globales. (On pourra s’aider d’une représentation
graphique de 'arbre des événements de I’économie). (1 point)

(2) Démontrer que l'utilité que maximise chaque agent est :

. 9 A 1 A 1 ,
U, =n(c) + E In(cy) + £ In(cy) + R In(cy)
ol ¢, cb, ¢4 sont les consommations dans les trois états du monde dont les probabilités sont respectivement
1/2,1/4, 1/4. (1 point)

(4) Montrer que les marchés sont complets dés lors que les agents ont a leur disposition, outre les deux
actions, un troisiéme titre dont les revenus sont dz = [ 0 5 =5 ]T. Que représente ce troisieme actif ? (1
point)

(5) Déterminer les prix des deux actions, g, et gy, du troisiéme actif ainsi que le taux d’intérét de I’économie.
(2.5 points)

(6) Déterminer les consommations de ’agent 1 et son portefeuille. Pourquoi ses consommations dans les deux
états de probabilité 1/4 sont-elles égales? (2.5 points) (Remarque : le dommage de 10 peut étre formellement
assimilé & une dotation égale a —10).

(1) La structure des événements dans 1’économie

Les événements portent a la fois sur les dotations globales, et sur les dotations individuelles :

— la dotation globale peut étre soit importante (événement h) soit faible (événement [) ;

— si la dotation globale est faible alors les dotations individuelles peuvent subir des pertes de stockage (égales
a 10), la probabilité d’occurence de cet événement étant de 1/2 pour chaque agent, la corrélation des deux
pertes individuelles étant a la fois négative et parfaite (si I'un la subit, ’autre y échappe).
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Par conséquent, le croisement de ces événements définit trois états du monde :

perte de perte de

production stockage stockage état du pfobablhte
globale de a de b monde d’occurrence
100 0 0 1 1/2
90 10 0 2 1/4 (1/2x1/2)
90 0 10 3 1/4 (1/2 x 1/2)

(2) la fonction d’utilité
L’utilité élémentaire est évalué par chaque agent dans les trois états du monde possible pour obtenir son
utilité espéré :Chaque individu ¢ maximise 1'utilité espérée U; = E [u;] dont Iutilité élémentaire est :

i =n(cf) + £ 1n (7) (34)
Ui = E[u]=E {m (cf))Jr%ln (Ei)]
1

s () +3me) + 5 () + Fi )+ (mleh) + ()

ol ¢}, cb, ¢4 sont les consommations de seconde période dans les états 1, 2, 3. En rassemblant les termes In (06),
l'utilité espérée se réécrit donc :

(3) La complétude des marchés
Il existe trois états et les agents ont a leur disposition trois actifs. La matrice des revenus de ces actifs est :

40 60 O
V=160 30 5
60 30 -5

Le déterminant est de cette matrice est : 24000. Par conséquent, ses trois vecteurs colonnes sont linéairement
indépendant. En combinant linéairement les trois actifs, i.e. en formant des portefeuilles, on est donc capable
d’obtenir n’importe quel profil de revenus futurs : les marchés financiers sont donc complets.

(4) Comme les marchés sont complets, il existe des prix d’états uniques égaux aux Tms de 'agent représen-
tatif :

; 2 . 1 ) 1 )
U, =In(c) + E In(cy) + E In(cy) + R In(cy)

2 80 8
=—-—=—=0.32
5r=5700 25 03
180
=-—=02
P2= 550 ="
180
=—-—=02
fr=58 ="
Par conséquent les prix des autres actifs sont :
i\ h |b
globale | 100 | 90
a 40 | 60
b 60 | 30

qo =032 x40+ 0.2 x 60+ 0.2 x 60 =36.8
g =032x60+0.2x30+0.2x30=31.2
3=032x0+02x54+02x-5=0
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1

= - 1 = .
" 032102102 38.889%

(3) Pour déterminer les portefeuilles des agents, on va tout d’abord déterminer les consommations d’équilibre
que les portefeuilles doivent financier.

Commengons par I'agent 1. Comme les marchés financiers sont complets, tout se passe comme si chaque
agent opérait sous une contrainte budgétaire unique dont les termes sont les valeurs présentes des consommations
présentes et futures, les dotations présentes et futures valorisées & 1'aide des prix des états 5, 8, et B5. La
contrainte budgétaire consolidée implicite de ’agent 1 est donc :

Co + Brel + Bacy + By = 50 + 0.4q, + 0.8g, — 105,

Apres quelques calculs, on trouve ses fonctions de consommation :

5
co = 9 [50 4 0.4¢, + 0.8qp — 10/3,]

250 +0.4q, + 0.8q, — 10035]
Ieh
11 1[50+ 0.4q, + 0.8, — 103,)]
Cp =C3=—
9 B
Comme les prix sont connus, en les utilisant on détermine ses consommations a ’équilibre.
Numériquement :

=
|

)

NeJ

50 4+ 0.4¢q + 0.8¢, — 108, = 50 + 0.4 x 36.8 + 0.8 x 31.2 — 10 x .2 = 87. 68

5
co = 8768 =48.711

2 87.68
1
=-——— =60.889
1797032

187.
c%:c:%:g%zél&ﬂl

Une fois connus ces consommations, on passe a la recherche du portefeuille qui les donne. Pour cela on utilise
les containtes budgétaires de l’agent 1 :

b+ qabl + @bt + g3z3 = 50 + 0.4q, + 0.8q;
cl =400} + 600;

¢y = —10 4 600} + 300, + 523

c} =600, + 300, — 523

En se limitant aux trois contraintes de la seconde période, et aprés substitution des valeurs numériques, le
portefeuille d’équilibre est donné par le systéme formé par les trois contraintes budgétaires futures :

60. 889 = 400} + 600;
48.711 = —10 + 600}, + 300}, + 523
48.711 = 600} + 300, — 523

60. 889 = 40x + 60y
48.711 = —10 4 60z + 30y + 5z
48.711 = 60x + 30y — 52

dont la solution est :
23 = 10,0} = .58166,0, = .62704

La valeur de 23 est intuitive. Le troisieme actif est en effet le contrat d’assurance contingent & la réalisation de
[, ou 'agent 2 assure 1 complétement (indemnité = 10) pour un prix équitable (égal & 1/2); si [ ne se produit
pas, les agents n’ont pas se couvrir contre les pertes de stockage - aussi le revenu de Pactif est 0; lorsque ’agent
1 subit le dommage il recoit donc 10 et verse sa prime (10 x 0.5)- soit un revenu net de 5 dans I’état du monde
2; lorsqu’il ne subit pas le dommage dans 1’état 3, il paie seulement sa prime - d’oll un revenu net pour l’agent
1 de —5. Ceci explique donc les composantes du vecteur des revenus de cet actif :

0
5
-5
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Il est donc normal que ’agent 1 n’en achéte qu’une unité - ceci lui permettant de se couvrir complétement.
Evidemment, le portefeuille de ’agent 2 est obtenu immédiatement puisque les actifs achetés par 'agent 1
sont nécessairement vendus par ’agent 2, et réciproquement.

11 Examen de septembre 2003

11.1 Intitulé
11.1.1 Cours (7 points)

Au choix une des questions suivantes :

(1) Productivité et investissement.

(2) L’aversion a 'égard du risque - sa définition, sa mesure et ses conséquences sur ’équilibre économique.
(2) L’évaluation des titres financiers en incertitude : complétude, arbitrage, optimalité de I’équilibre.

11.1.2 Exercice I (5 points)

On considére une économie comprenant deux périodes ¢ = 0,1 peuplée par un unique agent : Robinson. A
chaque date, il existe un bien de consommation non stockable; les préférences de I'unique agent sur ces biens
sont résumées par la fonction d’utilité U :

U = (co) ™ (1)

ol ¢; est la quantité du bien de la période ¢ consommée. La dotation de 'agent a la premiére période (¢ = 0) est
Qo = 100, la dotation & la seconde période est (2. Le bien de la période 2 peut également étre produit a l'aide
d’une technologie utilisant le bien de la période 0 comme facteur de production ; la technologie est résumée par
la fonction de production :

q=0Vk, 0>0, k>0

La technologie est possédée par une entreprise dont Robinson est I'unique actionnaire. Le bien de consommation
est pris comme numéraire a chaque date. Les agents peuvent échanger a chaque période les biens sur des marchés
spots. A la date 0, est également mis en place un marché financier sur lequel les agents peuvent emprunter ou
préter au taux d’intérét r.

1. En notant S I’épargne de Robinson, II le profit actualisé de ’entreprise, donnez ’écriture des contraintes
budgétaires de Robinson, de sa contrainte budgétaire intertemporelle, celle du profit actualisé de 1’entre-
prise. (2 points)

2. Apres avoir rappelé les conditions marginales que doivent vérifiées les décisions de production et de consom-
mation, déterminez I'investissement k et le taux d’intérét r d’équilibre pour § = 12, ; = 0. (2 points)

3. En utilisant vos réponses a la question 2, déterminez 'effet sur & d’une augmentation de 6 et de ;. (2
points)

11.1.3 Exercice II (8 points)

Une économie d’échange comporte :

— un seul bien non stockable (pris comme numéraire) ;

— deux dates (t=0,1);

— 2 consommateurs (i = A, B) vivant pendant les périodes considérées ;

— 3 états de la nature (s = 1, 2, 3 ), dont les probabilités objectives sont respectivement 7 (1) = %, w(2) =
m(3) = 1.

Les consommateurs ont la méme fonction d’utilité de von Neumann, dont 'utilité élémentaire est :

o=

u;fei (0),¢i(s)] = 621(0_); +B.Ci1(s_)7_ avec { gi

(N[ Sl

On note w; (0) la dotation initiale et w; (s) les dotations aléatoires attribuées au consommateur ¢ dans ’état s
- les quantités sont les suivantes :

wA(O) = 25, wA(l):
wp(0) = 75, wp(l) =
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A la période 0, les agents peuvent vendre et acheter trois actifs financiers j = 1,2, 3 dont les dividendes sont :

10 0 10
di=|0 |,d=|20|,ds=1| 10
20 10 10

et dont les prix sont notés ¢, g2 et gs. La demande nette de lactif j (j = 1,2,3) de 'agent i (i = A, B) est

notée z; )

1. Aprés avoir démontré que le systéme des marchés financiers est complet, calculez la valeur des prix
d’équilibre q1, g2, g3 ainsi que le taux d’intérét (= taux d’actualisation de I’économie) (4 points)

2. Déterminez les consommations et les portefeuilles d’équilibre des agents. (4 points)

11.2 Eléments de correction
11.2.1 Exercice 1

Les contraintes budgétaires de Robinson :

période 0 :
période 1 :

CQ+S:Q()+H
012914—(14—7’)8

et donc, comme :

c1—Q
g =t
T+
apres substitution, la contrainte intertemporelle est :
€1 0
cot+—— =0+ +1I
STy T Ty

Le profit de I'entreprise s’écrit lui :

__9 _
14
Les contraintes de ressources que 1’on doit vérifier a I’équilibre sont celles portant sur les biens de la période
Oet1:
période 1 : co+ k= Qg
{ période 2: ¢ =1 +¢q

La condition marginale est celle caractérisant les choix optimaux de consommation dans la contrainte budgé-
taire :

4 1
Tm80_>1 = 7070 =
6 cq 1+7r
ainsi que celle caractérisant l'investissement optimal pour ’entreprise :
0 0 1+
_— ) = —— = r
ok = 20Uk
ou encore : Vi
dk  2Vk 1
01 dq 0 1+7r
Une contrainte additionnelle (non demandée) est celle du marché financier :
S=k

ou k est ici la valeur de I'endettement de I’entreprise (utilisée pour financer l'investissement).
Les conditions vérifiées & I’équilibre sont donc :

Robinson

Entreprise

FEquilibre
des
marchés

liaison

cond. marg.
cont. budgétaire

cond. m arg .
profit

bien période 0

marché financier
bien période 1
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=L —k
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S=k
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L’équilibre impose donc I'égalisation du Tms de Robinson au TMT de I'entreprise :

Tmsg—1 = 1i
' =Tmsg_1 =TMTy_.
{ TMTO_>1 — lir 0—1 0—1

et donc apres substitutions :
4 100-k  2vVk

6 0+ 9\/% 0
Cette équation détermine implicite une variable endogéne, I'investissement k, en fonction des parameétres de
I’économie 7 et 6.

Si: Qy =0, 0 =25, 'équation s’écrit alors simplement :

4100 — k 4
———~ = k= —-(100—k) =2k
400 100
:7:7:2
K 16 4 g

Connaissant le stock de capital d’équilibre, le taux d’intérét d’équilibre de 1’économie peut étre obtenu des

conditions marginales :

4100-25 1

6 2525 1+
6 12v/25

Tmso_‘l

= - —-1=0.2
" T 410025 0
L’analyse de ’équation déterminant ’investissement :
4 100 —k 2Vk
TmS()‘,l = \/> = TMT()*,l

50, +0vk 0

montre que :

— linvestissement est négativement affecté par un accroissement de la dotation future €2; - plus la dotation
future est importante, plus la valeur pour Robinson de la consommation future (T'mso—1) est faible et
donc plus 'investissement souhaité est faible;

— si la dotation future (1) est nulle, I'investissement n’est pas affecté par les chocs de productivité - un tel
choc diminuant dans les mémes proportions le Tms et le TMT ;

— si la dotation future est positive, le Tms diminue moins que le TMT et donc, comme la valeur de la
consommation future devient plus grande que son cott, 'investissement augmente.

11.2.2 Exercice 2

Si ’on note z; la demande nette de lactif j de I'agent ¢, et si 'on prend comme numéraire & chaque date-
événement le bien de consommation, les contraintes budgétaires de cet agent ¢ sont :

¢y + Zj:1,2,3 q5-25 = Wo
cp =wi + ) ;d;i(1).2]
cy =wy + ), d;(2).2]
Cé = wé + Ej d](3)z;

Pour que le systéme financier soit complet, il faut (et il suffit) que les vecteurs des revenus livrés par les actifs
soient linéairement indépendants. Mathématiquement, ceci revient a s’assurer que le déterminant de la matrice
des revenus :

10 0 10
d=10 20 10
20 10 10
est non nul. On constate que ceci est bien le cas :
det d = 10x20x10+0+0—-10x20x%x20—-10x10x10—-0

—3000 # 0
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Le marché étant complet, il existe un systéme de prix d’états uniques dont les valeurs sont celles qu’auraient
a l’équilibre les prix des actifs a la Arrow-Debreu. Pour les déterminer, on exploite ’existence pour notre
économie d’un agent représentatif puisque les préférences sont identiques et les Tms homogeénes. L utilité espérée
s’écrivant :

Blus s (0) s ()] = 12— +5.5 . (1(—)7>

le Tms de 'agent ¢ est en effet :

C; (0):| v
ci(s)

Dans une telle économie d’échanges, avec 'existence d’un agent représentatif, les valeurs des actifs a la Arrow-
Debreu sont données par celles des Tms de I'agent représentatif évalués au point de dotation :

Tmsi,_, = fr, [

¥
b, = Twsi, = o | 50| (35)
Avec les valeurs numeériques :
B, = %i % =.200
5= 35/ = 380
5y = 33/ = 182
Le taux d’intérét de ’économie est donc donnée par la relation d’arbitrage :
1 1 1
gﬂszﬁ:T:m_lz ot oas0 sz

Les valeur des trois actifs sont données par les relations de valorisation :

G =Y Bydi(s)

Numériquement :
g1 = .200(10) 4+ .380(0)+.182(20) =5.64
g2 = .200(0)+.380(20)+.182(10) =9.42
gs = .200(10)+ .380(10) 4 .182(10) = 7.62

Pour déterminer les portefeuilles, on peut également utiliser I’équivalence entre I’équilibre & la Arrow-Debreu
et I’équilibre avec marchés financiers (complets). En effet, les consommations étant identiques aux deux équi-
libres, lorsque ’on connait les consommations (c‘i, cb, cé), on peut déterminer les portefeuilles z* = (z{, 23, zé)
en cherchant les solutions du systéme formé par les contraintes budgétaires futures :

ci :wi +22; dj(l).z;}
¢ :w§+zj dj(2).z;:
g =wy+ ., d;(3).z

Pour déterminer les consommations & I’équilibre, on remarque que les conditions marginales T'msy_,, = G,
donnent des relations linéaires entre les consommations :

msn 18] <00 ]

et donc comme la contrainte budgétaire consolidée est :

ci(0) + > Byci(s) = wi(0) + Y Bwils)
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les demandes sont linéaires par rapport a la richesse w;(0) 4+ >, B,wi(s) :

a(0)+ ) B, [Ci(()) {ﬂﬂﬂj W} = wi(0)+ ) Bwils)

= a(0) = L w0+ 3 Bawils)
1+>2, 8, [Bﬁﬁs]w - ° .

IRE - ]

= ¢i(s) = {ﬁ“} - X |w;(0) + Z,@Swz(s)
1+, 8, [55755}7 - B -

Les demandes des différents agents sont donc toutes de la forme :

CS(O) = 93(51’62’/33)‘Wi7 s = 0; 1,273

ou Wi = w;(0) + >, B,wi(s) est la richesse de I’agent 1.
Les consommations a I’équilibre des différents agents sont donc proportionnelles & la part de leurs richesses :

ca(s) — 9s(B1,82,85)- Wa _ Wa Wy
CB(S) gs(ﬁpﬁzyﬁ;g)-WB Wg = CA(S) — 7.95
ca(s) +cp(s) = Wp + Wy

ou €2 est la dotation de I’économie dans la date-événement s - s =0,1,2, 3.
Les richesses des deux agents étant :

Wa=25+4+.2x30+.38 x 60+ .182 x 90 = 70. 18
Wp =75+.2x804 .38 x 60+ .182 x 40 = 121.08

(puisque :
= /I =2
By=351,/193 = .380
53:%\/%:.182
wa(0) = 25, wa (1) =30, wa(2) =60, wa (3) =90
wp(0) = 75, wp (1) =280, wp(2) =60, wp (3) =40

les consommations de ’agent A sont :

ca(0) = 57245 1;11131,08 x 100 = 36.69
ca(l) = miesioros X 110 = 40.36
cA(2) = w1 ior o8 1;111281_08 x 120 = 44.03

et celles de 'agent B, obtenu par différence, sont :

c5(0) = 100 — 36.69 = 63.31
es(1) = 110 — 40.36 = 69. 64
cp(2) = 120 — 44.03 = 75.97
cp(3) = 130 — 47.70 = 82.3

Le portefeuille de I'agent A est donc la solution du systéme suivant :

40.36 = 80 + 1021 + 1023
44.03 = 60 + 2022 + 1023
47.70 = 40 4 2021 + 1022 + 1023

et celui de ’agent B la solution de celui-ci :

69.64 = 30 + 1021 + 1023
75.97 = 60 + 2022 + 1023
82.3 = 90 + 2021 + 1022 + 1023
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69.64 = 30 + 10z + 10z
75.97 = 60 + 20y + 10z
82.3 =90 + 20z + 10y + 10z

40.36 = 80 + 10z + 10z
44.03 = 60 + 20y + 10z
47.70 = 40 4 20z + 10y + 10z

Les solutions sont évidemment de signes opposées :
20 = 2,367, 25" = 2.367, 25 = —6.331

2P = 2,367, 25 = —2.367, 23 =6.331

puisque la condition d’équilibre des marchés des actifs est la nullité de la demande nette totale :

A+E =0
z§4+zZB =

A B
23 +23 =

12 Controle continu de novembre 2003

12.1 Intitulé
12.1.1 Vrai ou faux (5 points)

NB : Les questions doivent étre évaluées dans le cadre économique de la théorie de 1’équilibre général
intertemporel (information parfaite, etc...).

1. A politique d’investissement constante, la distribution de dividendes supplémentaires est un signal condui-
sant les marchés a réévaluer a la hausse la valeur boursiére des entreprises.

2. Une augmentation anticipée des dotations accroit la valeur des consommations futures pour les agents.

3. Lorsque les consommations d’un agent sont pour lui étroitement substituables, il est naturellement conduit
a préférer des profils de consommation relativement lisses (stationnaires).

4. L’existence de marchés financiers permet de mieux ajuster la sélection des investissements d’une entreprise
aux préférences de ses actionnaires (-consommateurs).

5. L’existence de marchés financiers implique que toute diminution anticipée de la productivité entraine une
diminution de la valeur des entreprises et de leurs investissements.
12.1.2 Cours (5 points)

Au choix un des deux sujets suivants :

1. Marchés financiers et optimalité de I’équilibre.

2. L’information fournie par la structure par termes des taux d’intéréts obligataires.

12.1.3 Exercice I (4 points)

On considére une économie comportant quatre périodes t = 0,1,2,3, ou les taux d’intérét des obligations
émises en t = 0 d’échéance 1, 2 et 3 sont :

t=1]t=2t=3
R(en%) | 5 10 5

Déterminer les taux d’intérét courts r; de cette économie.
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12.1.4 Exercice II (6 points)

On considére une économie de production comportant trois périodes t = 0, 1,2 et comprenant trois agents :
i = A,B,C. A la période initiale chaque agent dispose d’une dotation initiale w de I'unique bien et devient
détenteur d’une part 6° du capital de I’entreprise représentative de I’économie :

wh |0

agent A | 0 | 0.5
agent B | 50 | 0.25
agent C | 50 | 0.25

Chaque agent a des préférences résumées par la fonction d’utilité :
U; = In(ch) +In(c}) + In(ch)

Le bien peut étre utilisé soit comme bien de consommation par les agents, soit comme bien de production. On
note ko le capital investi a la période 0 (pour obtenir du bien de la période 1), k1 le capital investi a la période
1 pour obtenir du bien de la période 2. La fonction de production de I’entreprise a la période 0 est :

@ =n1vko

ol 1 est un paramétre de productivité, et celle utilisable & la période 1 est :

@ =k

Aux périodes 0 et 1, des marchés financiers de fonds prétables s’ouvrent sur lesquels les agents (consommateurs
et entreprise) peuvent préter ou emprunter aux taux d’intérét r; et ro. Aussi, le profit actualisé de I'entreprise
s’écrit :
g 02 _hk
1+7"1 (1+T’2)(1+7’1) 1+7“1
— Donnez les contraintes budgétaires de 'agent B aux périodes 0, 1 et 2, puis sans démonstration sa
contrainte budgétaire intertemporelle. (1.5 points)
— Démontrer que la régle d’investissement & la période 1 observé a 1’équilibre est de n’investir que le tiers
des ressources disponibles : k1 = g1 (1 point)
— En utilisant le résultat de la question précédente, déterminer le capital ko a 'équilibre. (1.5 points)
— En utilisant les résultats antérieurs, déterminez l'investissement ki, les productions g1, g» en fonction de
7. Expliquez les effets d’une augmentation de 7 sur ces variables ainsi que sur kq. (2 points)

12.2 Eléments de correction
12.2.1 Exercice I

Les taux d’intérét des obligations classiques (supposées émises au pair) a 1, 2, 3 ans sont :

t=1]|t=2|t=3
R (en %) 5 10 5

Pour déterminer les taux d’intérét courts, on procéde en deux étapes :

1. on détermine les prix des zéro-coupons compatibles avec les taux d’intérét des obligations en recourant a
I’absence de profit d’arbitrage ;

2. puis, connaissant les prix des zéro-coupons, on détermine les taux d’intérét courts compatibles avec eux.

Pour la premiére étape, on utilise la propriété que le cotit de 'obligation (la mise de fonds de 1) en 0 est égal
a la valeur actualisée des revenus. Ainsi, pour I'obligation dont 1’échéance est la période 1, son revenu étant a
cette période au capital augmenté des intéréts, c’est-a-dire de 1.05 pour chaque unité investie, alors la relation
vérifiée a I’équilibre est :
1=75,1.05
et donc la valeur d’équilibre du zéro-coupon d’échéance 1 est :

1
- —0.952
B =g = 095238



L’obligation d’échéance 2 , pour chaque unité investie, donne a la période 1 un revenu égal a .1, puis a la période
2, période d’échéance du titre, 1.1. Aussi la relation d’équilibre est cette fois :

1=0.18; +1.15,
Connaissant la valeur de 3, on en déduit la valeur de 3, :

_ 1018 1-01(0.95238) oo

B 1.1 1.1

Similairemement pour 'obligation d’échéance 3, la relation d’équilibre est :

1=0.058, 4+ 0.053, + 1.054,

D’ou :
8 1—0.053, — 0.053,
3 1.05
1—0.05(0.95238) — 0.05 (0.82251
By = ( ) ( ) _ 0.867 86

1.05

Apres avoir ainsi obtenue les valeurs des zéro-coupons de toutes les échéances, on détermine alors par rabitrage
les taux d’intérét courts anticipés en utilisant la relation :

1

Bt = ﬁt—rm

ot 'on égalise les cotits actualisés de deux stratégies permettant de recevoir en ¢t une unité de numéraire :
— acheter le zéro-coupon d’échéance t et payer f, ;
— acheter @Q zéro-coupons d’échéance ¢t — 1, avec Q = 1/1+ 7, en payant immédiatement Bt_l.ﬁ, recevoir
(@ unités de numeéraires et les replacer immédiatement sur le marché financier pour une période; le taux
d’intérét court étant 7, on regoit donc finalement en t @ x (1 + 7;), c’est-a-dire 1 unités de numéraire.
Comme les deux stratégies rapportent le méme revenu, elles ont nécessairement a 1’équilibre le méme cotit
actualisé, d’otu la relation :

1
By = 5%1-@
En appliquant successivement cette relation on trouve donc :
T = 5
B4 0.952 38
=—=—-1=—"—""=0.1579
275, 0.82251
0.82251
= 1=-522 1072
"= 0.86786 5225510

12.2.2 Exercice 11

Pour déterminer 1’équilibre dynamique de cette économie, il est nécessaire d’'une part d’utiliser les relations
marginales des optima de Pareto dans les économies de production :

Tmss_gp1 = TMTi 111

et d’autre part de raisonner & rebours, en appliquant successivement cette relation de la derniére a la premiére
période.
Ainsi a la période 1, on a :

q1 — k1
=2k
VEL !

ol ¢; est la production dont on dispose au début de la période 1 et qui est le résultat de l'investissement
réalisé & la période 0. Par conséquent, la stratégie d’investissement optimal est d’investir le tiers des ressources
disponibles dans ’économie au début de la période 1 :

1
ki = 30
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Connaissant la stratégie optimale a utiliser a la période 1, on peut déterminer la stratégie optimale de la période
précédente, la période 0. Celle-ci est donnée par la relation T'msg_,1 = TMTy_1 :

100 — ko 2vko
O0Vko—ki 0
Comme 'on connait la stratégie optimale pour &y, cette condition se récrit :
100 — ko 2vko
20vke 0
puisque q; = 0v/kg. On en déduit la stratégie optimal pour kg :

4
100 —ky = gko

3
= ko= 100 = 42.857

Connaissant I'investissement optimal de la période 0, on peut réinjecter cette valeur pour obtenir successi-

vement g1 puis k1 puis ¢o :
q1 =04/ %100 = 6.546 50

1 /3
ky = —01/ 2100 = 2.18220
1737V

g2 = V2.1822V0 = 1.4772V0

13 Partiel de janvier 2004

13.1 Intitulé
13.1.1 Vrai ou faux (4 points)

Sans justification, déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.

(1) La limite du critére de lespérance de gain est qu’il surestime ce qu'un agent risquophobe (= ayant de
Paversion a 1’égard du risque) est prét a payer.

(2) Un agent risquophobe se couvrira complétement si la prime d’assurance est égale a la probabilité du
dommage.

(3) La complétude des marchés est la conséquence de I'insuffisance du nombre des actifs financiers financiers
échangés sur les marchés relativement au nombre des états du monde.

(4) La valeur d’équilibre d’un actif risqué est la valeur actualisée de lespérance des revenus qu'’il livre,
I’espérance étant calculée avec les probabilités d’occurence des états du monde.

13.1.2 Cours (4 points)

Au choix, une des deux questions suivantes :
(1) La couverture des risques mutualisables et des risques agrégés (non mutualisables). (4 points)
(2) Les méthodes d’évaluation des actifs financiers risqués : principes et limites. (4 points)

13.1.3 Exercice (12 points)

L’économie comporte : un bien non stockable pris comme numéraire, deux dates (¢t = 0, 1), deux individus
indicés i (i = A, B). Aux deux périodes, les deux agents percoivent des dotations pour consommer mais celles
de 'agent A sont a la période 2 des dotations risquées :

t=01|t=1
état h | état l
A | 40 70 30
B | 60 50 50
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On suppose que les deux états sont équiprobables. Chaque individu ¢ maximise 1'utilité espérée U; = E [u;]
dont 'utilité élémentaire est :

4 =In(cf) + gln () (36)

ol ¢ est la consommation de la premiére période, ¢ la consommation aléatoire de la seconde période. L utilité
U; s’écrit donc :
; 2 4 2 ,
Ui = In(ch) + ¢ (e} () + 5 In(el (1)
ol ¢ est la consommation de la période 0, ci(h) et ci(l) les consommations de la période 1 dans les deux états
h et l. Pour cette économie on envisage successivement deux systémes financiers traité dans les deux parties
suivantes.

I. On suppose que les deux agents constituent deux sociétés, A&Co et B&Co, dont les actions livrent a la
seconde période les dotations de la période 1 des deux agents. Initialement avant ouverture des marchés, les
deux péres fondateurs des deux sociétés en sont propritaires a 100%. En 0, lorsque les marchés ouvrent, les
deux agents peuvent vendre ou acheter des participations dans les deux entreprises. On note 9f4 et H'jg les parts
que détiendra I'agent i dans les sociétés A&Co et B&Co a la fermeture des marchés - aussi si 0; =1 lagent ¢
détient a 100% le capital de la société j et recevra donc 100% des revenus de celle-ci. Les deux prix de ces titres
sont notés qa et gp.

(1) Démontrer que les marchés financiers sont complets. (1 point)

(2) Quels sont les prix d’équilibre des deux actions. (2 points)

(3) Apres avoir déterminé les contraintes budgétaires de 1'agent A, sa contrainte budgétaire intertemporelle
(en n’oubliant pas que les deux titres sont des titres de propriété détenus initialement en quantités positives)
déterminer les consommations et les portefeuilles détenus par 'agent A. (4 points)

II. On suppose désormais qu’il n’y a plus de marchés d’actions a la période 0. Sont mis en place a la période
0 deux marchés financiers : I'un est un marché de fonds prétables ot 'on peut se préter ou emprunter au taux
d’intérét r, I'autre est un marché de “futures” sur actions. On note B? le montant placé par 4 sur le marché
des fonds prétables, z* le nombre des contrats de “futures” vendus par A, zZ le nombre de contrats achetés
par l'agent B.

Le contrat de “futures” est un contrat portant sur la dotation future de ’agent A. Un contrat acheté livre
une fraction de la récolte de la période 1 quel que soit I’état du monde & un prix ¢ déterminé a la période
0. Cette fraction est normalisée & 1. Ainsi si 24 = 1 (ou 0.5), A a vendu la promesse de livrer la totalité (ou
la moitié) de sa récolte et recevra en contrepartie le prix ¢ (ou 0.5¢). Le prix n’est cependant payé (ou
percu) qu’a la période 1.

(1) Déterminer les contraintes budgétaires de 1’agent A aux deux périodes ¢t = 0 et t = 1. Montrer que 'on
peut consolider les contraintes budgétaires pour obtenir une contrainte budgétaire intertemporelle. (2 points)

(2) Pourquoi peut-on dire que le contrat de future introduit est un produit d’assurance et non un produit
d’épargne. (1 point)

(3) Apres avoir vérifié que la structure de marché constitué par les deux actifs soit compléte, et donc Pareto-
optimale, déterminer les prix des deux contrats, i.e. r et ¢. (Indication : on pourra aprés une courte justification
utiliser certains des résultats de I) (2 points)

13.2 Eléments de correction de ’exercice

L’économie comporte : un bien non stockable pris comme numéraire, deux dates (¢t = 0, 1), deux individus
indicés @ (i = A, B). Aux deux périodes, les deux agents pergoivent des dotations pour consommer mais celles
de 'agent A sont a la période 2 des dotations risquées :

t=01|t=1
état h | état |
A | 40 70 30
B | 60 50 50

On suppose que les deux états sont équiprobables. Chaque individu ¢ maximise I'utilité espérée U; = E [u;]
dont I'utilité élémentaire est :

u; =1In(cf) + gln () (37)
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ol ¢} est la consommation de la premiére période, ¢! la consommation aléatoire de la seconde période. L’utilité
U; s’écrit donc :
. 92 . 92 .
Ui = In(c}) + = (e} (h)) + = In(e} (1)

ol ¢ est la consommation de la période 0, ci(h) et ci(l) les consommations de la période 1 dans les deux états
h et l. Pour cette économie on envisage successivement deux systémes financiers traité dans les deux parties
suivantes.

1. On suppose que les deux agents constituent deux sociétés, A&Co et B&Co, dont les actions livrent a la
seconde période les dotations de la période 1 des deux agents. Initialement avant ouverture des marchés, les
deux peres fondateurs des deux sociétés en sont propritaires a 100%. En 0, lorsque les marchés ouvrent, les
deux agents peuvent vendre ou acheter des participations dans les deux entreprises. On note 0’ et 0% les parts
que détiendra I'agent i dans les sociétés A&Co et B&Co a la fermeture des marchés - aussi si §; = 1 'agent i
détient & 100% le capital de la société j et recevra donc 100% des revenus de celle-ci. Les deux prix de ces titres
sont notés g4 et gp.

(1) Démontrer que les marchés financiers sont complets. (1 point)

Les dividendes des deux actions sont :

A&Co | B&Co
état h 70 50
état 1 30 50

Il existe donc deux actifs pour deux états du monde. La derniére condition a vérifier pour la complétude est que
les deux actifs ne sont pas coliénaires, ce qui est évidement puisque les revenus du second actif sont constants
alors que les revenus du premier varient.

(2) Quels sont les prix d’équilibre des deux actions. (2 points)

Les marchés étant complets, et donc ’équilibre optimal, les agents ayant les mémes préférences, pour que
Pexistence d’un agent représentatif soit démontrée il ne reste plus a vérifier que le fait que les Tms des agents
sont homogenes de degré 0. Or comme 1'utilité est :

les Tms sont donc :

: 2
T 7 _ = .0
mSOHh 5011<h)
: 2
Tmsh_, = =—2—
5

Les Tms sont donc homogeénes de degré. Il existe donc un agent représentatif dont la fonction d’utilité est la
méme que celle des agents.
En exploitant I'existence de cet agent représentatif, on détermine les prix des états :

5_2;ﬁ1_299_1
"T5cAR(h) 5120 3

2 ¢t 2100 1

T 5cfR() 580 2

Ces prix des états sont ceux qui permettent d’évaluer les actifs financiers, et donc les actions des deux entreprises :

B,

1 1
94 =3 (70) + 3 (30) = 38.333

1 1
=(=4+= =41.
qB (3 + 2)50 667

(3) Apres avoir déterminé les contraintes budgétaires de ’agent A, sa contrainte budgétaire intertemporelle
(en n’oubliant pas que les deux titres sont des titres de propriété détenus initialement en quantités positives)
déterminer les consommations et les portefeuilles détenus par 'agent A. (4 points)

Les contraintes budgétaires sont donc aux différentes périodes les suivantes :

e+ qaza + qpzp = Wi+ qa it +38.33324 + 41.66725 = 40
et =da(h)z4 +dp(h)zs = et = 7024 + 5024
et =da(l)z4 +dp(l)zn et = 3024 + 5024
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Comme les marchés sont complets, 1’équilibre est équivalent a celui obtenu en disposant des actifs élémentaires,
dont les prix sont 3,, et 5;. La contrainte budgétaire intertemporelle est donc :
1 1 1 1
o+ o + =cit =40 + - (70) + = (30) = 78.333
3 2 3 2
Pour déterminer les demandes de bien, soit on suit la méthode usuelle, soit on exploite le fait que les fonc-
tions de demande sont identiques pour les deux agents et linéaires. Aussi, la consommation a 1’équilibre est
proportionnelle & la richesse. Les richesses intertemporelles des deux agents sont :

Wy =78.333, Wp = 101.67

78.333 10167
= reamm 10l Gy — 043918 ap = meaaam e = 0.56482

@A 78.333 + 101. 67
Par conséquent les consommations de A sont :

¢y = 0.43518(100) = 43.518
el = 0.43518(80) = 34.814
¢ = 0.43518(120) = 52.222:
et donc :
cf = (1-0.43518)(100) = 56. 482
B = (1-10.43518)(80) = 45.186
B = (1-0.43518)(120) = 67.778

La connaissance de ces consommations combinées aux contraintes budgétaires de la seconde période permet de
déterminer les portefeuilles. Ainsi pour I’agent A, on a nécessairement :

67.778 = 70z + 50y
45.186 = 30z + 50y

et donc :
24 =043518 = 25

2B =0.5648 = 25

II. On suppose désormais qu’il n’y a plus de marchés d’actions a la période 0. Sont mis en place a la période
0 deux marchés financiers : I'un est un marché de fonds prétables ot 'on peut se préter ou emprunter au taux
d’intérét r, I'autre est un marché de “futures” sur actions. On note B’ le montant placé par ¢ sur le marché
des fonds prétables, z# le nombre des contrats de “futures” vendus par A, zZ le nombre de contrats achetés
par 'agent B.

Le contrat de “futures” est un contrat portant sur la dotation future de I’agent A. Un contrat acheté livre
une fraction de la récolte de la période 1 quel que soit I’état du monde & un prix ¢ déterminé a la période
0. Cette fraction est normalisée a 1. Ainsi si 24 = 1 (ou 0.5), A a vendu la promesse de livrer la totalité (ou
la moitié) de sa récolte et recevra en contrepartie le prix ¢ (ou 0.5¢). Le prix n’est cependant payé (ou
percgu) qu’a la période 1.

(1) Déterminer les contraintes budgétaires de 1’agent A aux deux périodes t = 0 et t = 1. Montrer que on
peut consolider les contraintes budgétaires pour obtenir une contrainte budgétaire intertemporelle. (2 points)

A la premiére 'agent A consomme ou épargne. Il détermine aussi sa demande de futures mais ne pae :

¢y + B4 =40

A la seconde période, agent pergoit le revenu de son épargne, paie et regoit le revenu de son contrat de future.
Les revenus nets (dy) versés par le contrat de future (a la seconde période) est la différence entre le revenu de
I’action diminué du prix :
70 —q
d =
f [ 30 — ¢ ]

Comme 'agent A est a priori vendeur du contrat, z* étant donc la part vendue par A, les contraintes budgétaires
sont donc :

état h ;¢ =70+ RB* — 24 (70 — ¢)
état 1 : c¢f =30+ RB* — 2% (30 — q)
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Les différentes contraintes budgétaires forment donc le systéme suivant :

¢+ BA =40

et =70+ RBA — 24 (70 — q)

et =30+ RBA — 24 (30— q)
En prenant par exemple la derniére équation, on peut exprimer z“4 en fonction des prix, de cf‘ et de BA. La
substitution & z4 de son expression dans la contrainte budgétaire de I’état h permet cette fois d’exprimer B4
en fonction des consommations (c;i‘ et clA) et des prix. Par conséquent, si ’on prend la contrainte budgétaire
de la premiére période, on peut cette fois substituer & B4 son expression. Celle-ci dépendant uniquement des
prix et des consommations de la seconde période, on a donc nécessairement une contrainte budgétaire définie
sur ensemble des consommations (présentes et futures).

Formellement, la derniére contrainte nous donne donc :

4_ 30+ RBA—cft
30 —¢q
En plongeant cette expression dans la contrainte budgétaire de 1’état h :

70 —q
q— 30

¢y =70+ RB* + (30 + RB* — ¢f')
et donc :
et + et — 70 — 307551

BA q—30
70—
R(1+ =)

La substitution dans la contrainte budgétaire donne alors :

A 70—q A _ _ 70—q
¢h + =0 — 10 —=30=;

A

CO + 70— == 40
R(1+ =6)
et donc en réarrageant :
g + ot b ot =40+ L 70 ot
0 70—q\ Ch T0—g\Cl = 70— 70—
R(1+ 3=56) R(1+ =55) R(1+ =5 RO+ =)

(2) Pourquoi peut-on dire que le contrat de future introduit est un produit d’assurance et non un produit
d’épargne. (1 point)

Evident : le prix étant payé a la seconde période, les seuls flux monétaires ont lieu & la méme période, la
seconde période. Par conséquent, le contrat de future ne permet pas de modifier les revenus de ’agent a travers
le temps. Il ne constitue donc pas un produit d’épargne. Cependant a la seconde période, I’achat ou la vente
d’un tel instrument permet de modifier les revenus de I'agent & travers les différents états du monde, et donc
permet par exemple d’augmenter le revenu dans un état ou il est initialement faible en consentant a le diminuer
dans les états ou il est initialement important. L’agent peut donc utiliser cet instrument pour se protéger des
fluctuations de son revenu a la seconde période. Le contrat de future constitue bien un produit d’assurance.

(3) Apres avoir vérifié que la structure de marché constitué par les deux actifs soit compléte, et donc Pareto-
optimale, déterminer les prix des deux contrats, i.e. 7 et ¢. (Indication : on pourra aprés une courte justification
utiliser certains des résultats de I) (2 points)

Les deux actifs financiers sont I'actif certain et le contrat de future sur actions dont les revenus futurs sont :

| R | 710—g¢
o= gt o= 507
Comme 70 — g # 30 — g, le contrat de future est un actif risqué et donc les deux actifs sont linéairement

indépendant et engendre I'espace des revenus futurs (R?).
Comme les marchés sont complets, ’économie est identique, les prix des états sont les mémes que dans I :

2 ¢t 2100 1

On= 5 ARy T 5120~ 3

2 ¢ftf 2100 1

ST SR 50 2
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Les prix d’équilibre des deux actifs sont donc donnés par leurs valeurs (déterminées a I’aide des deux ;). Pour
Pactif certain, le colit en 0 étant supposé unitaire, le rendement brut R doit satisfaire 1’équation :

1 6 1
1 = R + R = R ===, 7r=c
5 h Bl % I % 5 5
Pour le contrat de future, le cott en 0 est nul puisque le contrat n’est payé qu’a la seconde période méme si le
prix est déterminé & la premiére. Par conséquent 1’équation de valorisation pour le contrat de future s’écrit :

Bn Bi

By, + B, + 5 %

0 = B,(T0—q)+B,30—q) =q=

1

3
= q¢=1>770+
312

70 4
/Bh

30 = 46

+ N|—=
DO

1
3
Remarque additionnelle : Si I'on reprend la contrainte budgétaire intertemporelle de 1'agent A et que 'on

considére les deux prix valorisant les consommations contingentes, on peut constater numériquement (et le
démontrer plus généralement) qu'ils correspondent aux prix des états.

1 1 1
70— G 70—46Y 12
R(1+ (17738) 5(1 + 46730) 3
70—q 70—46
q—30 _ 46—30 _ }
70— - 6 70—46Y
R(1+ q738) 5(1 + 46—30) 2

14 Controle continu de novembre 2004

14.1 Vrai ou faux (5 points)

NB : Les questions doivent étre évaluées dans le cadre économique de la théorie de I’équilibre général
intertemporel (information parfaite, etc...). 1 réponse fausse = -1.5 points, 2 réponses fausses = -3,5 points, 3
réponses fausses = -5 points

1. La volonté de lisser ses consommations pour un consommateur est d’autant plus forte que ses différentes

consommations intertemporelles sont pour lui substituables.

2. Pour une entreprise, une politique de versement régulier et stable des dividendes permet de faire monter

la valeur boursiere.

3. L’anticipation par un agent d’une augmentation de ses revenus futurs, toutes choses égales par ailleurs,

doit conduire & une diminution de 1’épargne souhaitée.

4. L’adoption de la maximisation du profit comme critére de décision est la conséquence de la concurrence

entre entreprises, indépendamment du fonctionnement des marchés financiers.

5. Lorsque les agents sont patients, un choc favorable de productivité induit nécessairement a 1’équilibre un
investissement plus important.

14.2 Cours (5 points)

Au choix un des deux sujets suivants :
1. Marchés financiers et calcul économique intertemporel (L’exemple des décisions sur les consommations
futures ou des décisions d’investissement).

2. Les effets des évolutions des revenus (ou des dotations) et ’ajustement des taux d’intérét de I’économie.

14.3 Exercice (10 points)

On considére une économie comportant trois périodes ¢ = 0,1,2 ou a chaque période un unique bien non
stockable existe. (Ce bien étant unique on prendra 1 comme prix au comptant aux différentes périodes) L’éco-
nomie est peuplée par trois agents, A, B et C, dont les préférences sont représentées par la fonction d’utilité
commune :

U =1In(co) + In(eq) + In(eg)

A chaque période non terminale ¢ (i.e. 0 et 1) est mis en place un marché financier sur lequel on peut préter ou
emprunter au taux d’intérét r;; pour une période. Pour chaque agent ¢ (¢ = A, B,C), on notera cj, ¢} et c
ses consommations aux différentes périodes.

52



Les dotations des agents sont supposées étre :

0o 1 2
A 0 50 100
B 100 50 O
C 50 50 50

(1) Déterminer pour 'agent A ses contraintes budgétaires a chaque période ainsi que la contrainte budgétaire
intertemporelle. (2.5 points).

(2) Pour chaque période ¢ = 0,1, déterminer a quel taux d’intérét r;11 chaque consommateur va vouloir
avoir un profit de consommation stationnaire, croissant, décroissant au cours du temps? A quelles conditions
(sur les dotations), ces profils seront possibles a 1’équilibre. (2 points)

(3) Calculer, en justifiant votre méthode, les taux d’intérét d’équilibre r1 et ro. (2 points)

(4) Apres avoir calculé la richesse (intertemporelle) de chaque agent a la période initiale 0, déterminer la
valeur des consommations de chaque agent a 1’équilibre. (NB : le calcul des fonctions de demande n’est pas
nécessaire) (1,5 pts)

(5) On suppose qu’un choc modifie les dotations futures de I’agent A. Celles-ci deviennent :

1 2
A 60 130

et modifient naturellement 1’équilibre (et donc les taux d’intérét). L’agent A décide de fonder une société
A& Co dont les revenus seront les dotations futures de A. Le titre est coté en bourse. Déterminer (au nouvel
équilibre) la valeur d’équilibre de ce titre. L’émission de ce titre permettra a A d’augmenter sa richesse ? (2
points).

15 Partiel de janvier 2005

15.1 Intitulé
15.1.1 Cours (5 points)

Au choix, une des questions suivantes :

(1) Les conditions d’un partage optimal des risques sur les dotations dans une économie d’échanges.
(2) La prime de risque et Paversion a 1’égard du risque sous ’hypotheése de P'utilité espérée.

(3) Les méthodes de pricing des actifs risqués.

15.1.2 Exercice I (5 points)

On considére une économie a trois états du monde. Deux actifs risqués j = 1,2 donnent comme revenus :

10 20
di=1| 0|, do=1|30
20 10

et leurs prix sont :
q1 = 103 q2 = 15

(1) Peut-on déterminer par arbitrage le taux d’intérét de 1’économie ? (1 point)

(2) Caractérisez les revenus des actifs que I'on peut évaluer par arbitrage. On pourra noter les revenus dans
les trois états : d(1), d(2) et d(3). (3 points)

(3) En utilisant les résultats précédents, & quelles conditions pourra-t-on évaluer n’importe quel actif
financier si l'on rajoute au préalable un troisiéme actif ? (1 point)

15.1.3 Exercice II (10 points)

L’économie comporte : un bien non stockable pris comme numéraire, deux dates (¢t = 0, 1), deux individus
indicés @ (i = A, B). Aux deux périodes, les deux agents pergoivent des dotations pour consommer mais celles
de 'agent A sont a la période 2 des dotations risquées :

t=0 t=1

état 1 | état 2 | état 3
A 40 40 60 80
B 60 60 50 40

53



On suppose que les états ont pour probabilités :

1 3 1
T ==, Tg=—, T3 = —
1= 5 2= 5 =g
Chaque individu ¢ maximise 'utilité espérée U; = E [;] dont 'utilité élémentaire est :
~ ; 5 ;
u; =1In(ch) + 8 In (") (38)

ou ¢j est la consommation de la premiére période, ¢* la consommation aléatoire de la seconde période.
(1) Montrer que l'utilité espérée U; s’écrit :

: 1 . 1 , 1 .
U; = In(cy) + 6 In(c} (1)) + 3 In(ci(2)) + 6 In(c} (3))
ol ¢ est la consommation de la période 0, ¢} (s) la consommations de la période 1 dans I’état s. (1 point)

(2) On suppose qu’est mis en place un systéme complet d’actifs élémentaires dont les vecteurs de revenus
ai, az, az sont :

1 0 0
[ 0 , Ao = 1 , a3 = 0
0 0 1

et dont les prix sont notés 8, 8, et B5. Déterminez les prix 3;, 85 et 5. (2 points)

(3) Apres avoir déterminé les contraintes budgétaires et les fonctions de demandes, déterminer les consom-
mations a I’équilibre de chaque agent. (2 points)

(4) A la place des actifs élémentaires sont mis en place des actions dont les dividendes sont les dotations
futures de chaque agent. L’action A et I’action B donnent donc respectivement comme dividendes :

40 60
da= |60 |, dg=] 50
80 40

Les quantités des titres sont normalisées a 1, i.e. la quantité possédé d’un titre est équivalente a la fraction des
dividendes auquel on a droit. On note 0y et 0 les parts des dotations de A et B possédées par l'agent i. Avec
ces contrats, les dotations de biens et de titres sont initialement les suivantes :

dotations initiales | bien en t =0 | action A | action B
A 40 1 0
B 60 0 1

Caractériser les flux de revenus financiers a la période 1 que l'on peut obtenir (synthétiser) en détenant des
portefeuilles des titres A et B. (2 points)

(6) Déterminez s’il est possible d’atteindre a laide des seuls actifs financiers A et B un équilibre général
optimal. (Plusieurs démonstrations sont possibles. Vous pouvez notamment utiliser vos résultats aux question
(3) et (5)). Donnez l'intuition du résultat. Exploitez ce résultat pour déterminer les prix d’équilibre méme si
lon est en marchés incomplets. (3 points)

15.2 Eléments de correction
15.2.1 Exercice I

On considére une économie a trois états du monde. Deux actifs risqués j = 1,2 donnent les revenus :

10 20
di=1|01|,d=] 30
20 10

et leurs prix sont :
¢ =10, g2 =15

(1) Peut-on déterminer par arbitrage le taux d’intérét de 1’économie ? (1 point)
Oui car d; + do synthétise I'actif certain :

10 20 30.0
di +dy = 0 +1 30 [ =] 30.0
20 10 30.0
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Facultativement : Le cott de ce portefeuille étant q; + g2 = 25, son rendement net certain est :

di(s) + da(s) 30 1

=2 T == 1 ==C

a1+ @ 25 5

(2) Caractérisez les revenus des actifs que I'on peut évaluer par arbitrage. On pourra noter les revenus dans
les trois états : d(1), d(2) et d(3). (3 points)

Pour que le vecteur de revenus [ d(1) d(2) d(3) | puissent étre évaluer par arbitrage, il est nécessaire et
suffisant que I'on puisse construire un portefeuille des deux actifs 1 et 2 qui synthétise ce vecteur. Si I'on note
x et y les quantités des deux actifs, ces deux variables doivent étre solutions du systéme :

10z + 20y = d(1)
0z + 30y = d(2)
20z + 10y = d(3)

Si I'on se restreint a synthétiser les revenus des deux premiers états, le portefeuille doit donc étre solution de :

10z + 20y = d(1)
0z + 30y = d(2)

La solution est simplement :
d(2) o d(1) — 2d(2)
30 10
La synthése sera donc possible si et seulement si le portefeuille ainsi constitué permet également de synthétiser
d(3), c’est-a-dire vérifie ’équation restante :

20z + 10y = d(3)
La substitution & x et y de leurs valeurs donnent :

d(1) — 2d(2) N 10d(2)

2
0 10 30

= d(3) = 2d(1) = d(3) + d(2)

(3) En utilisant les résultats précédents, & quelles conditions pourra-t-on évaluer n’importe quel actif
financier si l'on rajoute au préalable un troisiéme actif ? (1 point)

On pourra évaluer par arbitrage n’importe quel troisiéme actif si celui-ci permet d’avoir une structure
compléte. Ceci suppose que ce troisiéme actif n’appartienne pas a I'espace engendré par les actifs 1 et 2, et donc
les revenus du troisiéme actif doivent vérifier :

2d5(1) # d(3) + d(2)
15.2.2 Exercice sur 1’équilibre général
(1) L’utilité espérée U; s’écrit :
Ui = EJulch,e)]
= E [ln(cé) + Zln(a)]

i 5 ~i
= In(¢)+ EE [ln(cl)]
; 511 ; 3 , 1 ,
= In(¢) + = | = In(ci (1) + = In(c5(2) + = In(c5(3)
65 5 5
i 1 i 1 i 1 i
= In(cp) + ¢ Infey (1) + 5 In(e3(2)) + & Ine; (3))
ol ¢ est la consommation de la période 0, ¢} (s) la consommations de la période 1 dans I'état s.
(2) On suppose qu’est mis en place un systéme complet d’actifs élémentaires dont les vecteurs de revenus
ai, az, az sont :

1 0 0
a; = 0 , Ao = 1 , a3 = 0
0 0 1
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et dont les prix sont notés 8, 8, et B5. Déterminez les prix 5;, B, et 3. (2 points)

L’équilibre général avec un systéme complet d’actifs élémentaires est un équilibre Pareto-optimal. Les Tms
des agents sont donc égalisés entre eux a ’équilibre.

Les agents ont la méme fonction d’utilité.

Comme il existe 3 états, deux périodes, et donc 4 biens contingents, pour calculer I’équilibre il est nécessaire
de spécifier trois Tms. Si I'on prend comme bien de référence le bien de la période 0, les Tms sont donc :

, 1 ¢

T 7 [ 0
msg_1 6 C?’l(l)

- 1 ¢

T i N 0
T T )

. 1 ¢
Tmst ,—=-_10_
msy_.3 6 01(3)

Les fonctions Tms communes & ces agents sont homogénes de dégré 0. L’optimalité de 1’équilibre, 'identité
des fonctions d’utilité, ’homogénéité des fonctions Tms assurent qu’il existe un agent représentatif dont la
fonction d’utilité est la méme que celle des agents, dont la consommation est la somme des consommations des
agents.

L’existence de cette agent représentatif dans une économie d’échanges nous permet de calculer rapidement
les prix des actifs élémentaires puisque ceux-ci a ’équilibre sont égaux aux Tms de agent représentatif (évalués
aux points de dotation). Par conséquent :

_160+40 1

17 640+60 6
160+40 5
52:—7:—
260+50 11

8 _ 160440 5
37680+40 36
t=0 t=1

état 1 | état 2 | état 3
A 40 40 60 80
B 60 60 50 40

(3) Apres avoir déterminé les contraintes budgétaires et les fonctions de demandes, déterminer les consom-
mations a I’équilibre de chaque agent. (2 points)

Pour chaque agent, avec les actifs élémentaires, si ’'on note 2! la demande nette de Pactif élémentaire de
I’état s de ’agent ¢, alors les contraintes budgétaires de I'agent ¢ s’écrivent simplement :

période 0 : c§ + 124 4 Bozb + B2k = wi

période 1, état 1: ¢} = wi + 24

période 1, état 2 : ¢y = wh + 24

période 1, état 3 : ¢k = wh + 24
Comme a la seconde période, dans chaque état du monde, on a :

Zy = ¢l — wy
par substitution, on obtient la contrainte budgétaire intertemporelle suivante :
co+ By (ch —wi) + By (¢ — wh) + B (5 — wi) = wy

ou encore en réarrangeant les termes :

ch + B1¢h + Bach + Bach = wh + B1wi + Bowh + Baw
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Pour chaque agent, les demandes sont les solutions du systéme :

o
o'

i _ 1 _
Tmso—1 = 55(n = M

i _ 1. _
Tmsy_o = 252 — Ba
Tmsi = 1 .66 = ﬁ

0—=1 "7 6cj(1) 3

ch + Br€i + Bach + Bach = wh + Brwi + Bawh + Bawh

En réarrangeant les conditions marginales on obtient :

o'

d() =19
Q@) =1
q@) =1

et donc en substituant dans la contrainte budgétaire :

i 1 cf 1 ¢ 1 ¢ i i i i
CO+616%+62§672+636672:w0+61w1+62w2+63w3
i 111 i i i i
00(1+6+§+6):W0+51W1+52W2+53W3

6. , , ,
o= 11 (wh + Brwh + Bowh + Bawh)

En reprenant les relations entre les consommations futures et la consommation présente, on trouve les
fonctions de demande pour les biens de la période 1 :

(1) = T11w0+61WI+512w2+63w3
. 3 WitB W +Bawi+Bawi
Cll(Q)ZHO 116222 3%3
cli (3) = % Wo+5lw1ﬂ;}i2“’2+53w3

Connaissant les prix des actifs élémentaires et les dotations des agents :

t=0 t=1 richesse | part
état 1 | état 2 | état 3
A 40 40 60 80 85.051 | 0.464
B 60 60 50 40 98.283 | 0.536
- T 0 5
prix 1 5 55 35

on en déduit la valeur des consommations & I’équilibre pour I'agent A :

A _ 6 1 10 5 _ 16840 _
=11 (40 +4%iq $+§066?J:‘5§6080) = 363 — 46.391
(1) = =0 P = 16820 — 46.391
140410604 5
cA(2) = %4O+640+§i§260+3680 _ % —51.03
1404 D604 5
cA(3) = %40+640+§60+3680 _ % — 55.669
et pour l'agent B :

i =L (60 + $60 4 3350 + 40) = 15250 = 53.609

11 2 -
B _ 1 60+360+3050+540 _ 19460 _
e (1) = i1 E = =353 = 53.609
B 3 60+ 260+ 2350+ 40 1946
e’ (2) = T g % 36— = 2222 =58.970
60+ 16049 50+-5 40
P (3) = L PTeRTE0 Tl _ 1181 _ gy 331

36

(4) A la place des actifs élémentaires sont mis en place des actions dont les dividendes sont les dotations
futures de chaque agent. L’action A et I’action B donnent donc respectivement comme dividendes :

40 60
da=1]60 |, dp=| 50
80 40
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Les quantités des titres sont normalisées & 1, i.e. la quantité possédé d’un titre est équivalente & la fraction des
dividendes auquel on a droit. On note 0y et 65 les parts des dotations de A et B possédées par lagent i. Avec
ces contrats, les dotations de biens et de titres sont initialement les suivantes :

dotations initiales | bien en t = 0 | action A | action B
A 40 1 0
B 60 0 1

Caractériser les flux de revenus financiers a la période 1 que 'on peut obtenir (synthétiser) en détenant des
portefeuilles des titres A et B. (2 points)

Si l’on note w(1), w(2), w(3) les revenus de la seconde période, un portefeuille contenant = actions de A, y
actions de B donnent les revenus :

40 60
da=1]60 |, dg=1| 50
80 40

40z + 60y

60x 4+ 50y

80x + 40y

et donc pour que I'on obtienne [w(1),w(2),w(3)], il est nécessaire de construire le portefeuille :

40z + 60y = w(l) 80y = 3w(1) — 2w(2)
60z + 50y = w(2) 160z = 6w(2) — 5w(1)
y = 3w(1)—2w(2)
= v — w2} 5w(1)
160

Ce portefeuille synthétisera le profil de revenu souhaité si son revenu dans I’état 3 est égal a w(3). Ceci impose
que :

w(3) = 80z + 40y
B 6w(2) — 5w(1) 3w(l) — 2w(2)
= 80 160 40 80
— 3w(2) - gw(l) + %w(l) —w(2)
= 2w(2) —w(l)

et donc les seuls profils de revenus que 'on peut synthétiser sont :

(6) Déterminez s'il est possible d’atteindre a l'aide des seuls actifs financiers A et B un équilibre général
optimal. (Plusieurs démonstrations sont possibles. Vous pouvez notamment utiliser vos résultats aux question
(3) et (5)). Donnez l'intuition du résultat. Exploitez ce résultat pour déterminer les prix d’équilibre méme si
l’on est en marchés incomplets. (3 points).

Si Iéquilibre avec actifs financiers est optimal, nécessairement (en supposant I'unicité de ’équilibre) les
consommations seront les mémes que celles de 1’équilibre avec systéme complet d’actifs élémentaires.

Avec les actions, les seuls revenus des agents a la seconde période sont les revenus engendrés par leurs
portefeuilles. Si 'on doit atteindre les consommations déterminés plus haut, il est donc nécessaire que les
revenus financiers soient égaux aux consommations (= valeurs des consommations dans le modéle avec bien
unique). Par conséquent, les consommations doivent vérifier ’équation donnée plus haut :

On vérifie que ceci est bien le cas pour les deux agents :

1)+ cf(3)  46.391 + 55.669

A
¢A(2) = 51.03, L

=51.
. : 51.03
B(1)+cP(3) 53.609 + 64.331
cB(2) = 58.970, L );cl( ) _ ; = 58.97
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Autre réponse possible : Sans utiliser le résultat de la question précédente, on peut vérifier qu’il existe un
portefeuille qui donne les consommations demandées sous les trois contraintes budgétaires de la période 1.
Formellement, dans le cas présent, ceci revient a étudier a nouveau le systéme de la question précédente.

L’intuition du résultat est que pour étre un optimum 1’équilibre financier doit permettre un partage optimal
des risques. Celui-ci (pour les fonctions d’utilité les plus courantes) passent par un partage (linéaire) des res-
sources. Ces derniéres étant le support des titres, acheter un portefeuille symétrique (une part « identique du
titre A et du titre B) revient a s’acheter une part o de ces dotations. Donc 'optimalité de 1’équilibre.

L’équilibre étant un optimum, les prix personnalités ﬁé qu’utilisent les agents pour évaluer les actifs financiers
(= Tms) :

g =Y Bid;(s)

sont donnés par les Tms de 'agent représentatif. Par conséquent les prix des titres sont :

1 10 5

qa = 5(40) + 55(60) + 7=(80) = 45.051
1 10 5

g5 = £(60) + 5 (50) + = (40) = 38.283
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